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由 事物 组 成 的 集体 ， 无 论 它 们 是 由 它们 的 成 员 直 接 表 示 
出 来 的 ， 还 是 由 它们 的 成 员 所 具有 的 其 些 本 质 属 性 表示 出 来 
的 , 孝 称 为 集合 . 在 某 一 特定 时 刻 , 某 一 特定 房间 里 的 学 生 构 
成 一 个 集合 , 某 城 市 的 选民 册 上 的 所 有 选民 构成 一 个 集合 (如 
同 在 名 册 上 他 们 的 名 字 构 成 一 个 集合 一 样 )， 一 个 人 的 头发 、 
他 体内 的 血球 、 他 出 生 以 来 以 秒 计算 的 时 间 , 所 有 这 些 都 构成 
Жтт. 如果 集 合 是 由 共同 的 成 员 所 组 成 的 ， 我 们 将 称 它们 为 
相等 集合 ， Е Е 
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我 们 将 用 大 写字 母 作为 集合 的 名 称 。 若 某 事物 < 是 集 
£ 4 的 一 个 成 员 , 则 我 们 将 记 为 
ЕЛ, | 
并 说 “a 属于 A", 或 说 “а ТЕ А rH” Хх Ж, “地 球 Е 行星 ” 就 
表示 我 们 地 球 与 行星 集合 的 关系 ， 
车 4 不 是 集合 4 的 成 员 , 则 记 作 
a & 4, 
若 能 写 出 一 个 集合 的 所 有 成 员 的 记号 ， 则 我 们 用 一 个 括 
号 把 这 些 记 号 括 起 来 以 表示 这 个 集合 。 因此 {1,2,3} 就 表 


示 包 含 数 1, 2 和 3《 此 外 不 再 包含 其 他 东西 ) 的 集合 , 例如 
{2, 1, 3}, {3, 1, 2}, (1, 1, 2, 3} 等 均 表 示 同 一 集合 ,而 
(a, b, c, d) 则 表示 包含 前 四 个 英文 字母 的 集合 . 我 们 用 这 
种 方法 可 以 表 出 任何 相当 小 的 集合 ， 但 这 种 记号 对 于 大 的 集 
合 ( 例 如 由 1 到 10" 的 所 有 的 数 的 集合 ) 显然 是 不 适用 的 , 至 
于 对 于 具有 无 穷 多 个 成 员 的 集合 (例如 全 部 整数 的 集合 ) 则 无 
= x. | 

必须 将 以 某 个 对 象 4 为 其 仅 有 的 一 个 成 员 的 集合 ， 即 党 
& 0, 与 4 本 身 区 别 开 来 . 举例 来 说 , 若 4 一 !1, 2), WI 
{4} 是 一 个 仅 有 一 个 成 员 的 集合 ， 但 4 却 是 一 个 具有 两 个 成 
员 的 集合 。 仅 有 一 个 成 员 的 集合 称 为 单位 集合 ， 
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若 集 合 4 的 每 一 成 员 也 是 集合 B 的 一 个 成 员 ， 则 我 人 ИЯ 

集合 4 被 包含 于 集合 B 中 , 且 记 为 
АСВ, 

区 别 从 属 关 系 “e ”及 包含 关系 “ 己 ”是 重要 的 .从 属 关 系 是 集 
合 的 成 员 与 集合 本 身 的 关系 ;在 从 属 关 系 的 一 边 ( 左 边 ) 号 有 
集合 的 一 个 成 员 , 而 在 另 一 边 ( 右 边 ) 则 写 着 一 个 集合 .但 包含 
关系 却 是 集合 之 间 的 关系 , 它 的 每 一 边 都 是 集合 . АСВ, 
则 我 们 称 4 是 B 的 子 集 合 , 而 了 是 4 的 母 集合 ， 每 个 集合 均 
包含 于 它 自 身 之 中 , 即 4 C 4, 这 是 因为 4 的 成 员 (左边 的 ) 
必然 是 同一 集合 4 AAW) ORRA. EA 4 的 任 一 异 于 
A 本 身 的 子 集合 称 为 真子 集合 . # AC B B B C A, W 
A 二 B, 这 是 因为 4 的 每 个 成 员 都 是 8 的 成 员 \ 而 8 的 每 个 
成 员 也 都 是 4 的 成 员 ,因此 4 与 有 相同 的 成 员 ，- 


1.3. 空 集合 与 全 集合 


一 种 方便 的 虚构 是 空 集合 或 零 集合 ,如 役 有 成 员 的 集合 . 
A A CR A EUIS, 那 末 参加 测验 的 人 的 集 

就 是 空 集合 。 我们 用 0 表示 空 集合 ; 因此 关系 xc0 对 于 
世界 上 任何 事物 * 来 说 部 是 假 的 . 另外 一 个 方便 的 蕊 构 是 全 
Же, 即 一 切 事 物 ( 或 所 考虑 到 的 一 切 事 物 ) 所 构成 的 集合 ,我 
们 用 1 表示 它 .。 空 集合 与 全 集合 都 是 唯一 的 。 至 集合 常 被 看 
做 每 个 集合 的 子 集合 《因为 世界 上 没有 一 个 事物 是 0 的 成 员 
而 又 不 是 任意 4 的 成 员 的 )。 任何 一 个 集合 当然 是 全 集合 的 
TEA. 特别 地 , 0 C I, | 


1.4. 集合 的 补 


如 霖 我 们 从 全 集合 中 取出 菜 集 合 4 的 所 有 成 员 ， 则 剩余 
的 事物 构成 4 的 补 集合 , 用 A 表示. 集合 4 与 4' 没有 公共 
的 成 员 , 但 全 集合 的 每 个 成 员 不 是 4 的 一 个 成 员 就 是 4 的 一 
个 成 员 ， 空 集合 的 补 集合 是 全 集合 ,反之 ,全 集合 的 补 集合 是 
空 集合 ， 即 

0 —1, 1 = 0, 

相 补 关系 是 对 合 (invclutory) 的 ， 这 就 是 说 , 补 集合 的 补 集合 是 
Же. | 


15. 并 5 ж 


给 定 两 个 集合 4, В 后 ,我 们 可 以 构成 被 称 为 4 与 8 的 并 
的 集合 5 , 使 它 的 成 员 是 4 的 成 员 或 是 8 的 成 员 ; 若 4 与 有 
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公共 成 员 , 则 这 些 公共 成 员 在 并 中 只 出 现 一 次 ， 例 如 。 AFB 
是 两 绕 蕊 铃 蔓 ， 那 未 它们 的 并 就 是 把 这 两 袋 全 部 倒 进 第 三 袋 
所 构成 的 。 两 个 集合 4 与 8 的 并 可 表 成 
АО B, 
由 定义 ,并 是 可 交换 的 , 即 
AUB-BU A, 
例 | 
1. Е 4 = (2, b, c, d), В = (c, d, e, f}, № 
A U B = (a,b,c, d. e, f}. 

2. 若 4 是 偶数 集合 , ВЕБЕ, ША U B 是 所 有 
整数 的 集合 . 

3. 若 4 是 猫 的 集合 ,而 B 是 波斯 猫 的 集合 , 则 A4UB=4， 
因为 每 个 波斯 猫 都 是 猫 ， 

4. 车 4 是 猫 的 集合 , 而 8 是 尾 长 5 呢 的 猫 的 集合 , 则 
AUB = A; 这 是 因为 B 是 空 集合 , 它 对 于 并 不 能 提供 任何 东 
FH. 

对 于 任何 集合 4, 

AU0=4, AU 1=1, AU 4 — 4, 
”因为 4 U0 的 成 员 不 是 4 的 成 员 , 就 是 0 的 成 员 , 而 0 是 
没有 成 员 的。 又 4 U 1 的 成 员 包 含 1 的 成 员 , ALEGEA 
有 的 事物 . BJA, A U А 的 成 员 恰 是 4 的 成 员 . KRA AUA 
= 4 称 为 并 的 等 桥 律 。 因 为 每 个 事物 或 属于 4 或 属于 4 ,所 
以 有 
AU A' 一 1 

两 个 集合 的 公共 成 员 所 构成 的 集合 称 为 它们 的 交 , 4, B 

的 交 表 为 
A f B, 
根据 定义 , 交 是 可 交换 的 , 即 4 NB 一 BN А. 


e 4 ° 


"————— MH——— M б —- 


Я 
1. А = {a,b,c,d}, B = 1с, d, е}, И 
АПВ — fc, d). 

2. 若 4 是 绿 眼 猫 的 集合 , B 是 长 毛 猫 的 集合 , 则 4 介 B Ж 
КЕЗ ААЖ. 

3. 若 4 是 猫 的 集合 ， 而 下 是 狗 的 集合 , 则 4 П BEZE 
合 , 因 为 没有 一 种 动物 既是 猪 又 是 狗 ， 

对 于 任何 集合 4 

АП1=А, АПо=о0, Añ A= A. 
因为 4 的 每 个 成 员 都 是 4 与 全 集合 所 公有 的 ， 而 空 集合 同 4 
没有 公共 的 成 员 (即使 4 本 身 是 空 集合 时 也 如 此 ). 第 三 个 天 
А (НЕЕ) 只 是 说 , 4 的 每 个 成 员 是 4 和 它 本 身 所 公有 
的 。， 因 为 4 与 4 没有 公共 成 员 , 我 们 还 有 
АГ A! = 0. 


1.6. 相 补 .包含 .并 及 交 的 关系 


我 们 在 相 补 、 包含 .并 及 交 之 间 着 手 建立 一 些 重 要 的 关 
1.61. 我 们 首先 证 明 , 对 于 任何 集合 4, B, 
ANBCA, АГВСВ, 
ACAUB, BCAU B, 
这 是 因为 4 和 B 的 公共 成 员 ( 如 果 存 在 的 话 ) 都 是 4 的 成 员 ， 
也 都 是 В 的 成 员 ; 并 4 U B 既 包含 4 的 成 员 也 包含 8 的 成 员 ， 
1.62. 下 面 三 个 关系 
G) ACB, (1) AUB=B, Gi) AQ B= A, 
是 等 价 的 , 这 就 是 说 , 如 果 它 们 中 间 的 任何 一 个 成 立 , 则 它们 
三 个 都 成 立 ， 
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ik (1) Велл, ИОВ 的 每 个 成 员 或 是 B 的 一 个 成 员 , 或 
是 4 的 一 个 成 员 , 在 后 一 情形 由 G) 它 还 是 B 的 成 员 , 这 就 是 
说 A4UBCB; 但 因 BCAUB, 所 以 (1) 成立; 此 外 ,4 
的 每 个 成 员 也 是 4, В 的 公共 成 员 , 因此 A A П B, ХН 
4 NBA, KKO. 请 注意 我 们 证 朋 一 个 等 式 时 所 
使 用 的 方法 : 为 了 证 月 ,比如 说 ,X= 二 了 ,我 们 就 同时 证 明 
X CY 及 Y CCX, АНЯ, 左边 集合 的 每 个 成 员 都 是 右边 
集合 的 一 个 成 员 ， 而 右边 集合 的 每 个 成 员 也 都 是 左边 集合 的 
一 个 成 员 . 

”其 次 ,假设 GO EE.UU AC A U B A U B= B, 
所 以 (а) RM, 从 而 Cii» В. 

最 后 , 我 们 假设 (Сї) БИМ, ШШАПВС B # (0, Н 
mA Gi), Wu. | 
1.63. $8 - 摩根 (De Morgan) f£ 并 与 交 RIAM. 

精确 地 说 是 : 

(A U Ву = АПВ, (4NB)=A UF, 

这 些 关系 称 为 德 . 摩根 律 。 因为 这 两 个 式 子 中 的 任何 一 个 是 
另 一 个 在 相 补 关系 下 的 直接 结果 ， 所 以 证 明 其 中 的 任意 一 个 
BERE J. 我 们 记得 补 集合 的 补 集合 是 原 集 合 这 一 事实 , ЛЖ 
由 第 一 个 关系 (注意 A, B 已 换 成 4 , 8') 我 们 有 

(4 U B'Y = А" A В”, 
RH 

(A Ú Вв) = A П B, 
再 在 两 边 取 补 (因为 若 两 个 集合 相等 , 那 末 — 
等 ), 得 

(ЧЧ U Вв)" = (A П By 
PU: | | 

(An BX = 4' UE, 


这 恰 是 我 们 所 需要 的 . 
现在 我 们 采 证 明 第 一 个 关系 ， 
celd U В), Wlc£ AUB, Wik c é AR. c é B, № 
НИЯ, c EA B c€ B', И c € (A' N BY, 这 就 证 明了 
(A U py c CA' n В”), (1) 
LZ, R €e А’ П В’, И] сел’ B. ee B', 3x Sb e i 
сеа Н сев, Kit e€AU B, 这 是 因为 并 的 所 有 成 员 是 4 
的 成 员 或 是 B 的 成 员 。 但 是 车 c é AUB, Hj eel U BX, 
这 就 证 明了 
ANMB C (A Ú B), (2) 
由 包含 关系 《1), QC), 我 们 得 到 所 要 证 明 的 等 式 
(4 В) = A' [Г B', 


1.7. Е © # 


Н јн, ВП 
A Ü (B ОС) = (á U В) Ú C, 
АП (ВПС) = (4 П B) C. 
为 了 证 明 并 的 结合 律 ,只 须 注意 4 U (B U C) 是 由 属于 4 或 
属于 B 或 属于 C 的 事物 所 构成 的 集合 ,而 《4 U B) U C 也 是 
这 同一 集合 、 交 的 结合 律 可 由 并 的 结合 律 及 利用 德 . 摩根 律 
而 得 到 , 但 是 比较 简单 的 还 是 去 观察 4 Г CB П C), ЕЕ 
A, B E C BSZXAX АРНЕ, СИ CA ПВС 
是 同一 集合 ， 
根据 结合 律 , 我 们 可 将 (4 U B) U c K A U (ву с) 
中 的 任 一 个 写 为 4UBUC， ЕЛАП ПСЖ A n 
(Bf) C) 中 的 任 一 个 写 为 4 ПВ n C. 这 种 任意 省 略 括 号 
的 做 祛 还 可 推广 到 任何 多 个 集合 的 情形 上 去 ,例如 


CAUBUC)UD = (AUB)U(CUD) = AUCBUCUD) 
这 是 因为 这 些 集 合 中 的 每 一 个 集合 的 成 员 和 元 Е Ч, B, C, D 
的 成 员 , 除 此 以 外 无 其 它 情况 ,因此 我 们 可 将 这 些 集合 中 的 任 
一 个 写 为 4U B U C UD. 由 于 并 《以 及 交 ) 又 是 可 交换 
的 ,因此 可 以 任意 调换 

| AUBUC 
中 集合 的 次 序 ， 例 如 | 

CUBUA-(CUBS2UA- AUCCU В) (258) 
= À U (B U C) . (同上 ) 
= AUBUC, 
这 个 结果 显然 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 的 情形 上 上 去， 举例 米 
说 ， | 
BUDUAUC=(B UDU A) Чс 
一 (4UBUD)UC 
= (4 U В) (D U С) 
= (A U B) U (C UD) 
= AUBUCUD, 
这 是 很 明显 的 ,因为 无 论 EUDU4UC 或 4UBUCUD 
都 是 由 而 且 仅 由 A, В, С, D 的 成 员 所 构成 的 集合 ， 


1.8， 分 M Ж 


并 与 交 中 的 每 一 个 关于 另 一 个 都 是 可 分 配 的 , 即 
A U (B n C) = (á U B> ñ CAU c> 
及 . 
A Y (B U С) = (А n B) Ú (á ñ С), 
这 些 关系 式 使 我 们 联想 到 普通 算术 中 的 分 配 律 
8 二 cl) 一 .0 十 ac， 


但 是 普通 算术 中 仅 有 一 个 分 配 律 [(a 十 c 一 般 不 等 于 
Ca + c) * (2 十 c)]. инт 是 可 分 配 的 ,我 们 注 
Ж,йхєл/(‹ВГ С), H| x ET A, дж F B n c; ж 
是 前 一 情形 ， еа U BH хє4 UC, тх € (A U В) 
ПОС: Е W| x c€ BE х= С, хє A U B 
HR хє4 UC, 因此 ү U B) N 40 С), 这 就 证 
明了 

A U (B n C2 C (A U B> 1 CAU O>. (1) 
Б.Ж ye (AU p D САС), W| z€ 4U B B <€ AU C; 
4i <€ A, ШИД ЄВ НхЕС, [ДИ x € B ПС, 而 最 后 就 
Ж хє4 О (ВПС); жел, W x€ A \ СОВ C) 07) 
确 , 这 就 证 明了 

(AU вэ п (AU c)C A U (8 f С), (2) 
H OO. (2) 即 得 第 一 个 分 配 律 ， 

第 二 个 分 配 律 可 用 同样 的 方法 证 明 ， 也 可 以 用 在 第 一 个 
分 配 律 上 取 补 的 方法 导出 ， 
1.81. 下列 一 对 关系 
AU B=1, Añ B=0 
иван B 一 4 。 我 们 已 经 指出 过 4U А = 1, 
АГ А'=0, 因此 只 需 证 明 仅 有 А’ RADEI T. 
HAUB=1# 
A ПСА U B> = 2' n 1 = A, 


但 由 分 配 律 | Е 
А = CA' (Y 4) СА П B) 
= 0 U (4' ñ B) 
= A' (| B, 
figi 1.62 gA C B, 


H A ПВ = 0, 我们 有 
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АО (АПВ) = 4 U 0 = A', 


CA U A) Y CAU B) = 4', 


这 就 是 说 
1(1(4 UB)-—A' 
因此 
ОВ =’, 
ЕН 1.62 有 
BCZ, 
这 样 从 两 个 关系 式 
AUB=1, АПВ=0, 

我 们 就 可 得 到 

ВСА, A'C B, 
ВП 


В = А’, 
1.82. 对 于 任意 的 集合 А, В,С,(ЖҖЖАСВНАСС,ЩЦ 
АСВГ[Г\С; (üu) ЖАС С,ВСС,ЩЛ\ B CC. 
Я м G A C B BAC C, ап B = A, ANC 
= 4, 因而 有 
АПВПС) = (4А ñ В)С= АПС = A, 
BW AC Bp пс, XEG)ACCHBCC,lMJ4UC- 
с, ВОсыс, БК = 
(4U вуус= 4 U (8 U C)= 4 U c = c, 
这 就 证 明了 4 U B C C. 
1.83. 车 A C B, WJ 
АПССВ ПС, 
Н. 
AUCCBUC, 
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这 是 因为 电 а= 4 пва АПС = (4А ПВ) ПС, 
АИ 

(АП (ВПО = А (вп С) (ВПС) 

= Аг ВГС 
= 4Г\С, 
这 就 证 明了 4 n c c p ПС; 
XE A U B= RBR, RIE 
(AU C) U (B U с) = (4 U B> U (C U с) 
= (4 U B)U C= B UcC, 
这 就 证 明了 A UCCBUC, 

这 些 结果 的 一 个 推论 是 : 如 果 4 一 8B, 则 A4NC=B 人 NN 
CkAUC=BUC. 这 是 因为 : 如 果 4 二 B 则 AC 忆 B 
H BCA. 

1.84. 从 1.61 М 1.83 有 
| A (1 CA U B) = А, 

这 是 因为 由 1.61 有 4A4NMmM(4UB)CA4 和 4CAUB,， 

因此 A4=ANnACAN(A U В), 

1.85. 4 C B 的 充 要 条 件 是 4 ПВ = 0. 

因为 若 4CB, 则 4 一 4nB, 从 而 有 
АГ В = (4 П BD B == А ПСВ П В”) 

= 4 /) 0 = 0; 

BLZ VRAT B'-—0, W% 

А= АП1= 4 1 СВ О Вв) = (4 П В) U (А П В”) 

= (1 1 В) Оо 4 П В, 

1.86. Zi XT ЕВҤЕЁ®АЖНИВС A, WB = 0. 

因为 特别 有 В C 0, Нос B, МА B = 0. 

车 对 于 所 有 的 集合 4 都 有 4 忆 B, 则 B 二 1. 

因为 特别 有 1 — в, НЕ B < 1, МЫ B = 1, 
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1.87. # 4 U B = 0. Wl 4 = 0 B B = 0, | 
Нл В = 0, A420; жр B = 0, 

1.88. #4 Y B = 1, WI A = 1 RE. B = 1. 
因为 1 二 4 D B C A, А = 1; 类 似 地 有 B= 1, 


1.9. ВАЗЕ БН ЗЕ 


两 个 集合 4, B уж 4 一 B 被 定义 为 一 切 属于 4 但 不 
属于 互 的 元 素 所 组 成 的 集合 , ВП 
А-В = А П В. 
我 们 研究 集合 差 的 一 些 性 质 ， 我 们 首先 注意 
1—A-—A4, | 
这 是 因为 1 一 4 一 1 个 4 = 二 4 .特别 地 ,1 一 0 一 0 二 1. 
1.91. 下 列 两 个 关系 | 
| А-В=0, ACB 
是 等 价 的 。 这 是 因为 如 果 4 В, М 1.855 АПВ’ = 0, 
即 4 一 B = 0. 反之 亦 成 立 . | 
1.92. 在 并 与 差 之 间 的 一 个 重要 关系 是 
(4— B) U B= A 0 E, 
这 是 因为 
(4 — В)Ә ОВ = (4 П В) ОВ = (4 ОВ) (ВВ). 
| = (4 О Вв) Пі = 40 В, 
特别 地 , 若 B C A, Wi 
(4 — B) U B — A, 
KENJI BCA, WA U B= ARR. 
Ж, HERAN B = 0 FF, A—B = A. 这 是 因为 
WE A — B = 4, Mj 4 = 4 N B”, 因此 | 
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ANMB=(ANB)NB 
= A N (B' N B) 
=4N0 
| = D; 
EZ, A П B = 0, ЙІ 
А= А П1= 4 1 СВ О ВЭ 
= (АГ B2 U (4 П В”) 
0 U (4 N B^) 
| АП В” 
А-В, 
1.93. AX TOR SD Kt, RJ | 
C (1(A— B) = (С П 4) — CC П В). 
这 是 因为 | 
(Cn. (c nB) = (c n A) (сп BY 
= (C ri A) n CC U B^ 
= (C RY Añ C) UKC n AD BD 
= C ñ A: B' (СПС = 0) 
mE = € fi CA — B). | 
”但 是 ,并 关于 差 却 并 不 是 可 分 配 的 ,这 从 1.92 中 所 考虑 的 
并 来 看 是 很 清楚 的 。 因为 集合 (4 в) U в 包含 B 的 所 有 
元 素 , 但 集合 (4 U B)— (B U p) = (4 U B) NB = 
(4 Вв) (В n В) = A П В 却 并 不 包 会 02628. 
1.94. 由 两 个 集合 间 的 差 4 一 В, RITA ERRA 
А + В, 
它 被 定义 为 4 与 政之 差 及 下 与 4 之 差 的 并 , 旭 
А+-В=(л—8В)\) (В= 4) 
= (4 ñ B” U (B n А”), 
对 称 差 可 用 不 同 的 方法 表示 , 例如 


| 


| 


Рунь ep, „УЙ: nt BAR : RE MPH 
Ë "Ei ITE o. 


A+ B = (A U Ву n С(А' ЦВ». 
这 是 因为 | 
(4 U ВП (A U В 
= [04 0 B) A4T1UICAU B5 B'] 
= (4 4) О (в п 4) (ап Вв) О (в П B) 
= (B n 4) U (A П В) = A+ B, 
另 一 表示 法 是 
A+B=(4A4UB)— CAD B). 
这 种 表示 法 清楚 地 表明 了 对 称 差 的 性 质 : 它 是 由 属于 4 或 
В, 但 不 同时 属于 二 者 的 元 素 所 构成 的 集合 , 这 一 事实 启发 我 
们 玩 用 加 号 来 表示 对 称 差 。 | 
为 了 证 明 这 个 关系 ,我 们 注意 
(A U В) — (4 n В) = (á U B> n (4 n p> 
(AU B) CZ U B) 
= 4 + B, 
由 定义 可 以 直接 得 到 的 另 一 重要 关系 是 
A + В = A + B, 
1.95. ЗЕ ДЕН В, NAA 34 Е P] ЖИШП. [IA 
为 | 
B + ÀA = (B — A) U (A — В) 
= (4 — B) U (B — А) = 4 + B. 
它 也 是 可 结合 的 , ИП 
(44-B)4- C А + B + С), 


А+ B=(AUB) П С4' UB), 


(А+ B) = (4А ПВ) ОА П B5, 
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而 
(4+B)+C | 
= [АНУС Г [(А+8В)У ОС") 
= (A U B U C) Л (АЦ В’ Uc) 
ПЕСО САП B) U CZ N B] 
=(л)В\)С)П (4 UB UC) 
піс UAUCA' f1 B5] 
піс UB UCA'fn В)] 
—(A4UBUC)n(4UB'Uc) 
плову сэ) п СА оО вус”), 
这 个 表示 式 不 因 А, C 的 互 换 而 改变 〈 这 时 第 一 个 括号 变 成 
сово A, 这 是 与 4 U B UC 相等 的 ; 第 二 ,三 两 括号 刚 
好 互 换 位 置 ; 第 四 个 括号 变 成 C U B UA, 但 它 仍 与 4 U 
B U C 相等 ), 因 此 有 . 
CA + B) + C = (C + B) + А; 
IgE cC + B = B + C, ffi (B + C) + À = 4А + (ËB + C), 
从 而 有 
(A + ВЭ + C = A + (B + С), 
1.96. 交 关 于 对 称 差 是 可 分 配 的 , ИП 
СП KA + B) = CC f) 4) + CC П В), 
因为 
СП СА o В) —ChHl(4—B)UCB— AD]. 
= (С (4 —– В) U[C CB — 4)] 
= [Cc ñ 4) — (СП В)] 
U [CC n В) – СС П A)] 
= (C AA) + (C f) B). 
然而 ,并 关于 对 称 差 却 不 是 可 分 配 的 , 例如 
AUCAT-B)-—-AUB, о 
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(AUA)+(AUB)=A+(A4UB)=BNA., 
1.97. 4 + А = 0, 
这 是 网 为 
A 4А = (4 0А) U (АП 4) = 0 О о = 0, 
1.971. Æ 4 + B = 0, WJ B = 4, - 
这 是 因为 
A+ В = (А П BNU n B5, 
因而 由 4 十 B= 0011864 Пв’ = 08 4 ñ B = 0, 
BW AC B B BC A, АША = В, ` 
1.972. 4, = B,G = 1,2, 7) 的 充 要 条 件 是 
CA. + B) U (A; + B) О-О CA, + B,) = 0, 
因为 每 个 方程 4; = В, 等 价 于 4; + B; = 0, 
1.98. 我 们 定义 4 十 下 的 补 为 4 及 互 的 又 (cross)， 并 且 用 
AX B 表示 ,于 是 
AxB=(4f B) U (A f) В”), 
立即 可 以 得 出 
4 X В = А х B, 
ФЕ 1.95 的 结果 上 取 补 就 可 得 到 
AX B = B X аА, 
(A X B> X C = A X (B X C). 
ЕН 1.96 我 们 可 以 得 到 并 关于 又 是 可 分 配 的 结 吉 论 。 1.97 得 
АхА=1, | 
我 们 注意 ,因为 | 
(4+ B) = (A' U В) П (B' U A), 
因此 | | 
Ax B = 4А + B = 4А + В, 
出 此 我 们 得 到 结论 : 
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4 x B'= А x B = А + B. 


此 外 ， 
Ах1=4+0=(А\)0)П (4 01) = An 1= А, 
而 且 | 
AX 0= А +1= (4 U 1) П 400) 
= 1 n A4 = и’. 
最 后 出 1.971 РИ, МНН B = 4 时 ， 
ахв=1. 


1.10. ЖЕ (Venn diagrams) 


利用 各 种 重 挝 的 圆 来 代表 集合 的 所 谓 文 氏 图 〈 或 欧 拉 
图 ) 是 帮助 理解 集合 关系 的 一 种 有 价值 的 直观 工具 . FER 
前 三 图 是 利用 这 和 神 图 来 表示 并 、 交 及 包含 (分别 对 应 于 图 1, 
图 2, ШЗ). 如 果 我 们 仍 用 图 来 表示 全 集合 , 则 一 个 集合 的 补 
就 是 贺 1 中 的 居于 加 4 之 外 的 部 分 (图 4 夯 有 阴影 的 区 域 表示 
4 的 补 )， 图 5 中 男 有 阴影 的 区 域 是 1 的 居于 АПВ 
的 部 分 ,也 是 4 的 外 部 和 8 的 外 部 的 并 。 


EN" 


| 


i 
| 


4 
S 
| 


| 


ЗЕЕ "ГД УТ 6 AERDSEPRRGE. Р 6 中 的 阴 
影 区 域 表示 4 一 В, 图 7 中 的 阴影 区 域 表 示 4 十 B. 
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图 8 中 国有 水 平 线条 的 区 域 是 4 十 В, 画 有 县 直线 条 的 
区 域 则 是 (4 + B) + C. 方 格 区 域 是 
(CANMB пс) ЧО са ГВ Г) С”), 
这 个 图 揭示 了 : 
CA + B) + C 
=(A ñ В пс) ЧА ГОВ Г С”) 
Оса nn B rn c) Ч А ПВП С). 


J йй I 


1. EBE A C B 583 AT0B = 1 HI. 
2.HEBH CAU BU cX = АПВ ПС”, 
(40 Bf cCy=4 UBUOC, 
并 推广 到 = 个 集合 的 情形 上 去 ， 
3. # X C A E. X C A', ЇЕ X = 0; 
# AC X H A C X, ЕН X = 1; 
若 4CB,CCD, 证 明 4UCCBUD 
4&ЖАС В’ ЖАХУ, ПЕНН АХ 5 0 ХС А 
X C B, 
5. EB A + B = А + B, 
6.23 À + K = B + K, А-В. 
# A + B = 0, ШЕН В = 
7. EB LA BD F (C LD) — (4 + C) t (B + D. 
8. 证 明 (4 + В) = A'—+ B = А4 + B', 
(A — K) U (B — К) = (A U B) — k, 
М. | | 
(4 + K). Ч (B + K) = (АП B) + K U (À + B), 
9. 证 明 | 
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A F (A U B) = B + (4 П B) = B — (А П В), 
АШВ=А-+В-+А[ В, 

并 利用 文 氏 图 表示 这 些 关系 . 
10.&#4ГВ=0,ШААЛАлА+В=4А41\)В, 
11. 证 明 
(А+ВУ)Ухс=(лхсСу+-В=л-+(В X Су 

及 

(4XC) 十 (BXC) 一 4 十 卫 。 
12. 证 明 下 列 关 系 : 
(1) (4—B)-c-B—AU В; 
(2)(А—ВУГ B = o; 
(35 4 N CA — Ву = 4 — В: 
(4) A— BC A; 
(5) A— À = 0; 
(6) 4 — (В – С) = (4 —– В) 0 (4 n С); 
(7) 4 — (А — В) = A ñ В: 
(8) (C4 В) — C = (A — С) — (В — С); 
 (92..A—(B f) С) = (A— B) U (4 — С); 
(10) 4 — (B U С) = (А4 — ВП (á — С); 
(11) A— B = (A U B) — B = А — (dá ñ B>; 
(12) (4 U B) U (B— A) = A UB., 
13. 证 明 下 列 各 对 关系 的 等 价 性 : 


(D 4 U B = 0, A = 0 É. B = 0; 
(2) 4— B — A, B — A= В; 

G) 4UB—A4—B, B=0: | 

(4) A—B = A П B, == 0; 
G)AUBCC, | 4CC 有 BCC: 


(6) C C A D B, ССАҢССВ; 
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(Z) AC ËB U С, A—B c< C, 
(8 A— B= B— 4, A=B; 
(9) 4(1B—-AUB, A=B: 


(10) 4CBcC, AU B= B DT с; 

(11) AC BXCCD, (A—B)U(C—D) = 0; 
(12) A=B, (4 — B) U (В — 4) = 0; 
(A=B) 及 (C=D), C4 — В) U CB — A) 

Осе ~ р). 
U (D — С) = 0; 


(13) 4—X—B—X, (4 +В) СХ, 


14. 证 明 


(1) (А) В)П (B U СУП (C U А) 
= (40 B) U (B n C2) U X€ ñ 45; 
(2) ВиО (BU CUD) (СОРА) 
П Фуа В) = (А П в) и (АПС) 
о (4 пр) и (в D с) О (впр) 
u (c n p>; 
(3) 4 — (B U С) = CA — В) — G; 
(4) (4 — ВЭ n c = (А П C) — В; 
(5) Cá U B) — C = (A — С) U (B — С); 
(6) 4— (B — 4) = A; 
(7) (4 — C2 ПСВ — C) = (A П В) — С; 
(8) (4— B) ñ (c — D) = (А ñ C) — (ËB UD); 
(9) A— [B — (C — D)] 
= (4 — B) ОСА N c> — D); 
40 4 U B U C = (4 — В) U (B — С) 
UCC-~AUCANBNO. — 
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15. 找寻 一 个 由 六 个 集合 构成 的 类 *, 它 包含 4 和 8B8, А. 
类 中 任何 两 个 集合 的 差 都 仍 在 类 中 ， 
16. 证 朋 
ÇA Ú C2C (A Ú В) Ú (B U с), 
4 — CC (d — B) U (B — С), 
A + C C (A + В) 0 (B + C), 
17. 证 明 | 
4 — D C (4 — B) Ú (B — с) 0 (C — D>, 
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”第 二 章 自 对 偶 的 公理 系统 


2.0. 来 合 的 基本 性 质 


我 们 在 前 章 所 建立 的 集合 的 全 部 性 质 可 以 由 茶几 个 基本 
性 质 得 到 ;而 完全 不 必 使 用 集合 的 概念 ， 

我 们 首先 取 运 算 U 、 六 (对 应 于 并 与 交 ) 的 交换 律 和 分 配 
律 作为 基本 性 质 . 
2.01. AUB=BUA, АПВ = Вв ПА, 
2.02. АЧ СВ П СУ = (А О В) П (AUC), 

АП (B U с) = (A ñ B> U (A П С), 

其 次 ,我 们 假设 有 两 个 不 同 的 “集合 ”0, 1, 它们 对 于 任何 4 有 


2.03. AU0=A, АП1=А, 
又 对 于 每 个 集合 4, 有 一 个 集合 4' 使 
2.04. AUA=1, АГ 4'==0, 


我 们 可 以 继续 使 用 集合 0,1, 4, B, C, ··· 与 并 、 交 及 
补 等 术语 ,但 是 我 们 除了 应 用 2.01 一 2.04 列举 的 性 质 外 ,将 毫 
不 应 用 这 些 概念 的 其 它 任何 性 质 ， 


21. Ж Ж 
我 们 更 假设 ;如果 A = В, ША = В', 月 对 于 任意 集合 


C, AU с= ВОСсСМАПС ъ= Вв 1 с; ХЁА = BE. 
B = C, WH B = À X À = C, 
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2.2. № 一 性 


我 们 首先 证 明 0, 1 二 者 都 是 唯一 的 , 而 且 一 个 集合 的 补 
也 是 唯一 的 。 为 了 证 明 零 是 唯一 的 , 我 们 假设 两 个 元 素 0 和 
和 对 于 所 有 的 4 满足 2.03. 则 若 依 次 取 0 与 和 来 代替 а, Я 
H 应 用 2.01, 我 们 有 
0=0UX=XU0=X, 
这 就 证 明了 X = 0, 
同样 地 ,如 果 1 和 Y 满 足 2.03, 依次 取 ! ТУ ЖА A, 
并 且 应 用 2.01, 我 们 又 有 
1=1NMY=YN1=Y, 
因此 Y = 1， 从 而 0 和 1 都 是 唯一 的 集合 。 更 进一步 , 如 果 
4 有 了 两 个 补 4 和 А*, 二 者 都 满足 2.04， 则 
А* = А* UJ 0 《由 2.02) 
= A* U (АП А”) (由 2.04) 
= (A* U 4) N CA* U A7) (шщ 2.02) 
= (4 U A*) N (4* U A) СЕН 2.01) 


= 1 N (4* U 47) (H 2.04) 

= (4* U ЛУГ 1 《再 由 2.01) 

= A* U 4”. | CB 2.03) 
同 理 可 得 

A' = А U А* = A* U А = А*, 
这 就 证 明了 4* = 4'。 因 此 集合 0, 1 是 唯一 的 , 一 个 集合 的 
补 也 是 唯一 的 。 = E 


(注意 : 虽然 仅 有 一 个 集合 0 对 于 所 有 的 4 都 有 4U0= 
4， 但 对 于 每 个 4, HARGIS AARRE X E 4 Ú 
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T j| 


X = А, 例如 我 们 下 面 桨 要 指出 的 ， 4 本 身 就 是 一 个 这 样 的 案 
合 . ) 
2.21. 其 次 ， 我 们 证 明 互补 关系 是 对 合 的 ， 即 补 集合 的 补 是 原 
集合 ， 因 为 由 2.04 М 2.01. 
| AU A=1, АПА = 0, 
这 表明 4 是 4 的 补 , 但 补 是 唯一 的 ,因此 
А” = А, 
2.22。 同 法 可 证 0 与 1 互补 .因为 由 ?2.03 № 2.01, 
1U0-—1, 100 = 0; 
但 由 2.04 和 补 的 唯一 性 , 即 得 0 = 1. АО = 1” = 1, 


23. 等 Ш i 


在 2.03 中 我 们 已 将 1.5 节 所 建立 的 性 质 中 的 两 分 取 作 基 
本 性 质 , 因 此 尚 需 证 明 : | 
231. |. МО =1, АС 0=—=0, 
2.32. AUA-—4A4, АП А=ЛА, 
对 于 第 一 个 式 子 我 们 有 
AU1=(AU1 ñ1=1D10(4Ul1 | 
= (A U A) ñ (A U 1) 
= 4 U (A' D) (由 分 配 律 ) 
=4\) 4 


= 1; 


Ë апо; апо оо оо LADO 
=(4NAIUC(AN0) 
АПУ. 《由 分 配 律 ) 
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ЖЕПП F ВЕНЫ ЕН IB Ж Ж SE 2.32: | 
4-афо=л усап з= GAY 4 


= (A U A) D 1 
=AU4; | 
а= апі апау A) — CARD U CA AO) 
= (404) 00 | 
= Añ A 
2.4. № 收 #E 


其 次 ,我 们 证 明 两 个 吸收 律 : 
АЦА П В) = 4, ACA U B) = А, 
对 于 第 一 式 ,我 们 有 
Ао САП ву = апоу (АП B) 
= 4 1610 B) (由 分 配 律 ) 
== 4 (| 1 | (应 用 2.01 № 2.31) 
= AÁ, 
同样 地 ， 
AD (40 В) = (АП CAU B) 
| = А 0 (0 Й В) = 400 = A, 


25. 3} B 性 


考察 被 我 们 取 作 集合 的 基本 性 质 的 2.01—2.04 可 以 看 
出 ,这 些 性 质 表现 出 并 与 交 两 种 运算 闻 的 对 偶 性 ;为 了 显示 这 
个 事实 , 我 们 将 这些 性 质 成 对 地 并 列 起 来 .通过 将 U 与 n= 
Ж, 2.01 的 两 个 关系 中 的 一 个 就 变 成 另 一 个 ,此 事实 对 于 2.02 
的 两 个 关系 也 是 正确 的 。 在 2.03 及 2.04 中 ,如 果 我 们 还 同时 
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ДЖ o 和 1, 这 种 交换 仍 为 有 效 。 由 此 可 见 ,在 任 一 个 由 这 些 
基本 性 质 导 出 的 关系 中 ， 同 时 交换 U 和 人 及 0 和 1 所 给 出 
的 关系 也 可 以 从 同一 性 质 导出 ;因此 ,为 了 证 明 交 换 后 所 得 到 
的 关系 ,我 们 只 需 在 原 关 系 的 证 明 中 作 上 述 的 改变 就 行 了 . 
这 种 证 法 我 们 在 2.31, 2.32 和 2.4 的 关系 对 的 证 明 中 已 经 看 
到 了 。 在 每 一 情况 中 , 第 二 个 关系 的 证 明 只 需 在 第 一 个 关系 
的 证 明 中 作 这 种 改变 就 可 得 到 。 今 后 我 们 将 不 再 写 出 这 种 成 
对 的 证 明 , 而 仅 提醒 注意 其 间 的 对 偶 关系 

在 下 面 两 个 定理 中 我 们 给 出 证 明 集 合 相等 的 两 种 重要 的 
方法 ， 第 一 个 是 : 
2.51. ЖУРА, B,C 有 

АЧВ= А0) с, АПВ= АП С, 


则 
В = С, 
因为 
B=BN(BUA)=BN(CUA) 
= (B í) C) U (В ñ А) 
= (B í) C) U (C ñ A) 
= C N CA U B) 
= СП (A Ú C) = С, 
这 就 证 明了 
В = С 
第 二 个 结果 是 : 


2.52， 若 对 于 A, B, C 有 
| AUB-AUC, А UB= 4UCC, 
ju 


(АО ВУП (л О В) = В ОСАЙ А) = В 00 = В, 
АОС) ПСА Ц С) = (АП) = С 00 = С, ` 
从 而 得 到 结果 . 
其 对 侦 结 果 是 : = 
由 А4АПВ=4[ с, А П В= АП С, 
В = С, 


2.6. 并 的 结合 律 


值得 注意 的 是 : 在 基本 假设 2.01 一 2.04 中 ， 并 未 包括 结 
Б. 我们 刚才 建立 的 结果 可 用 来 证 明 并 和 交 的 结合 律 . 当 
人 然 ,我 们 只 须 证 明 其 中 一 个 就 可 以 了 ,大 为 另 一 个 可 由 对 侦 性 
得 到 。 让 我 们 考虑 并 的 结合 律 , 即 | 

4ш (ву C) = (AU B) UC, 


ix 
L = A U (B U C) K. M = (A U В) U cC, 
则 | o mE 
ANL=4NI4U(CBUC)1=4 (由 2.4) 
H Е 
АПМ = [4 1 (4 0 В) у (АП С) Н е 
—A4U(Q4nosa, CX Hi 2:4) 
AD L-—Ah M, 
RIA EE 


—ÀÀ BÀ 
—— — rr —— 


oca un: 


An L= A ТАОСВ у c5] 
= (4 П AUF NCU С)] 
0 U[4 N (B U C)] 
= 4' Y (B U С) 
= (4' N B) U (Z'N C), 


| 


rtu H. 
АПМ = А П 140 В) ОС] 
= 140 (A U В) ОСА r с) 
=[( П A) ОСА П B)] U (4 ñ С) 
= {1004 1 B)] U <4 ПС) 
= (4' Г B) U (АП С), 
因此 
A'NL=ANMNM., 
于 是 由 2.52, 我 们 有 L = М, 这 就 证 明了 并 的 结合 性 . 
2.60. 结合 性 的 一 个 简单 推论 是 : ENTENDRA A, BA 
| 40В= а ( В, 


则 
| A = B, 
因为 
А= АП (А И В) = 4А П (А П В) 
= (л АУ ПВ = 4 П В 
而 


B—Bü(A4UB)-B(ARn B) 
= (Bfi1B)(A-—BhÍA, 
HF 4N B =B NA 4, FARNA 
4 = B, 
2.61. 现在 证 明 德 .摩根 律 : 
(4UB)-— А ПВ, (AD В) 一 4UB。 
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(4UB)IUC4 f В”) 

一 《A4UBUA)N(AUBUB) (F 2.02) 

== [((4UA»0UBIDIAUCGBU В] 

== (1 U B> П CAU 1) 

= 1 (| 1 = 1, 
而 

CA Ú B» (A f. В”) 

— (4A AB AAU O B NB) 

=[|(4 1 An В" ОТА n (ВП В] 

= (0 N B) иса ñ) 0) 

= 0 Ú 0 = 0; 
出 于 补 是 唯一 的 ,而 且 4 N B' 满足 补 的 两 个 确定 的 特征 
2.04, 因而 4 N BB" 是 4 UB 的 补 , 这 就 是 所 权证 明 的 。， 第 
二 个 结果 可 由 对 偶 性 得 到 . 
2.62. 包含 ”我 们 在 1.62 节 中 证 明 过 : МАНА = 4 ПВ 
时 , 4 C В, 现在 我 们 用 这 个 等 价 性 来 定义 包含 关系 ， 这 
就 是 说 ， 我 们 定义 ЛС B ( 读 作 和 4 包含 于 8 中 ) 来 代替 4 = 
Аа П В, 

首先 我 们 注意 方程 4 АПВ ETF B = A U В, 
为 如 果 A = АПВ, WJ B = B U(B ñ A) = ВА == AUB; 
до. B = А U В, Wi 
A= 4А П СА Ц В) = 4 П В, 
此 定义 的 直接 推论 是 : 对 于 所 有 的 4А, 
оси, ACI, 

这 是 因为 
` 0 f A=0, 1ñ A= А, 
2.63. 包含 关系 是 可 传 的 ,也 就 是 说 ， 
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жасвявсс, АСС, > 
我 们 必须 证 明 : 
若 A 一 4 站 BHEB=BNC, 则 A 二 4 人 NC， 

这 是 因为 
ANC=(ANB)NC=AN(C(GBNC)=ANB= A. 
2.64. 条 件 4 — B 等 价 于 4 们 B' = 0。 因 为 如 果 A C B, 
则 4 = 4 П В, 从 而 
ANB’=(ANB)NB=AN(GBNMNB)=A4N 0= 0, 
RZ. WRAN B = 0, WJ 
A=AN1l=ANMN(BUB)=(4N B)UCARD B) 

=(4 П B)UO-—Ah B, | 
由 此 也 证 明了 4 CB 等 价 于 A4 U B = 1, 
2.65. S AC B B BC A, W 4 = B. 12) H À C B E, 
BTCA | 

А= А 1 В = В П А = В. 
RZ: 4 = В ЩАС В, 这 是 因为 由 4 一 中 有 
| A= АПА = А П В, 
特别 地 ,4 C 4， 这 是 因为 А=АПА, 
2.66. 对 于 任何 集合 4， В, 

Añ BCA, ACAU E, 
我 们 有 | 

(АП Вә ПА = (АП 4) П B=AnñB, о 
ІХ ПЕНН T 
AARn BC A; 

A4UCAUB)=(AU4)UB= А0 В, 
这 又 证 明了 | | 
ACAU В, 
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2.67. 现在 我 们 列 出 在 前 章 证 明 过 的 一 系列 关系 ,这 些 关系 借 
助 于 本 章 现 已 建立 的 性 质 就 能 证 明 . 虫 于 证 明 与 前 面 给 出 的 
相同 , 这 里 不 再 重复 ;我们 给 出 它们 的 节 数 以 作 参 芳 ， 


# AC BEAPTEF cC, 4 — B П C. (1.82) 
车 4CC 有 BCC, 则 4UBCC. (1.82) 
若 4CF, 则 4LneCBnc 有 4UCCEUC 
(1.83) 
HAFA я B C А, ШВ = 0. (1.86) 
HATARA А C B, B = 1, (1.86) 
XE X AE 4 一 B 等 于 A 败 B', 我 们 有 
1 — А = A', (1.9) 
4A—B-—089 T AC B, (1.91) 
(A— B) U B= A UB, (1.92) 
НЕ, B C A, (4 — B) U B = А, 
#APB=0. Ш 4 — В = A. (1.92) 


СП(а- В) = (СГ 4) – (СП В), (1.93) 
定义 对 称 差 4 十 B ZJ (A — B) U (B — A), RIIE 
A + B = (A U B) П (4A L B^, (1.94) 
4 + B = B + A, (1.95) 
(Á + B) + C = À + (B + C) 
= (4 U B U G2 n (4' UB Uo 
N CAUB' UCHIN UBUC)Y 
= (4АПвПСс) Оса ПВП С) 
оса пва ми (АС B'D c», (1.95) 
我 们 只 详细 证 明 最 未 一 个 结果 , 因为 在 1.10 中 的 证 明 是 以 文 
氏 图 给 出 的 。 我 们 有 
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AE. 


(‹4+В)+Сс={(АГПВУ\ САП ВУ] n С” 
опа йв) иса П Вәт пс? 

== (А N py uda n py) С” 

U1G4 UB) n (ав с} 

= (ЯГ B ГТ C) UCA 0n ВС С”) 
UC4' папсу ОС ПВ ПС) 
ОВО 

= (АТВГ С)\) (ПВП С) 
UC(C4nBüOc»oU(C(A4ARn B'n С”), 


2.7. 标准 形式 与 公理 系统 的 完备 性 


由 集合 A, В, С, ·.. 利用 并 、 交 和 补 所 构成 的 任何 表示 
式 , 都 可 简化 为 标准 形式 
U ПО, По, П ... N Urs 
此 处 每 个 U 是 集合 或 补 的 并 ， 为 了 实现 这 种 简化 , 我 们 利用 
德 “ 摩 根 律 将 并 或 交 的 补 用 补 的 交 或 并 代替 ,并 且 应 用 分 配 律 
将 并 分 配 到 交 上 面 去 。 换 句 话说 , 我 们 把 补 运算 取 到 括号 里 
面 去 ,并 展开 被 并 分 开 的 交 ， 为 了 举例 说 明 这 种 简化 ,我 们 考 
RAT 
(АПВГ С) ОСО р) UD П Е)], 
由 德 ` 摩 根 律 及 分 配 律 我 们 把 它 依次 变换 成 
(ANBNC)UICCUD)N (DU Е”)] 
= (4 UC UD) ñ (A Ору Е” 
ПВС ПВ ОруОЕ” 
f (c UD) ñ (C UD UE), 
这 就 是 标准 形式 ， 
任意 表 不 趟 者 能 化 成 的 第 二 标准 形式 是 
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І. ОТ. 0. UTs 
此 处 每 个 工 是 元 素 或 补 元 素 的 交 。 这 种 形式 可 以 间 上 面 完 全 
一 样 地 得 到 , 不 过 要 应 用 分 配 律 将 交 分 配 到 并 上 面 去 的 ;或 者 
我 们 可 以 首先 把 所 给 式 子 的 社 变换 成 形式 
По, п... N U, 
КЕ Я СНЕ 的 补 是 并 ,而 并 的 补 
AE). 
例如 下 式 
(4UCUD)n(4UDUEDn (BUCUD) 
П (B UDU ED D (C U D) 
n (c UD U E?) 
的 补 是 Е 
(АП С’Пр Ц а пр пе) Ц (ВПС Пр”). 
U (B' Пр n E) Ц (c' np) | 
U CC' 1 p' ПЕ), 
这 两 种 标准 形式 中 的 每 一 个 都 提供 一 个 确定 一 个 式 子 是 
РЕВЗИН HHE. Я, ЧЕН L, 1;,°°°»› 
сеи 具有 标准 形式 
I, Ú L, Ú --- U I, 
的 式 子 等 于 零 ; 而 元 素 或 补 元 素 的 一 个 交 当 且 仅 当 某 个 元 素 
和 它 的 补 同 时 出 现时 方 等 于 雪 。 因 此 
(«пвп АУУ (КВП c n c) 
等 于 零 , 因为 它 是 两 个 交 的 并 , 而 在 每 个 交 中 又 回 时 出 现 某 个 
集合 和 它 的 补 . 
例如 要 证 明 
(Л/С ВП (АППВ C = 0, 
我 们 陆续 地 将 左 端 变形 : 
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(АШ ВУЛ КАЛ ЫС) ВГС 
— 1040 ВУИ СВ’ Г В)]ГП [САП С)\)(С' ПС)1 
—[Cc4n p) (САДА Т СО Т CAP pn nc n c] 
о дплв) пл ГС] «(ВВП СПС) 
=(A nn An pn С) (АГПВЇПСГ С”) 
UCBNBNANMNMCIUCGBNB NCN С”) 
== 0. 
《当然 ,在 这 个 例子 中 我 们 可 以 在 开始 证 明 时 就 用 0 代替 
BAB ECAN C, 以 使 证 明 更 简短 些 ，) 
2.71， 如 采 我 们 将 任意 一 个 由 集合 d.d, AVIBUS, 
并 及 交 所 构成 的 式 子 用 41,，4;，*…*，4,) 表示 , 则 我 们 用 
FAs 43, ---„ Amis 0, Ма, +++, Aa) 表示 以 0 IN ICA, 
e, Ana) 中 的 A, 而 得 到 的 式 了 于 ,同样 ， 我 们 用 PCs 4, 
t. Amis 1, Arns tt’ An) 表示 以 1 代替 [СА,, m An) 
中 的 A, 时 而 得 到 的 式 子 ， 
我 们 将 证 明 每 个 式 子 JLA; A,, ttt, An) AB "ДЕН Ais 
An .…，4, 及 其 补 , 连 同 着 仅仅 包含 0, 1 的 式 子 而 得 到 . 
首先 考察 仅仅 包含 单独 一 个 集合 4 的 式 子 作 4), 我 们 证 
朋 
2.12. КА) = (A U #0); N 1⁄7 UFO 
- 首先 注意 ,如 果 fCA) 一 4， 则 这 个 关系 变 为 
A == (400) ñ) (A U 1), 
这 个 式 子 当然 是 正确 的 。 
其 次 ,我 们 注意 , WR 2.72 对 某 一 式 子 КА) 成 立 ， 则 对 
于 这 式 子 的 补 也 成 立 , 因 为 {4 U 0)} N {4 U КО} 的 补 
是 | 
14' D PC UU {4 Y ро} 
= {4 U FOV N 14 U CDI. (ЈП, 1(11)) 


此 外 , Æ 2.72 对 于 两 个 式 子 K47，g(47 成 立 ， 则 对 它 
们 的 并 也 成 并 ,这 是 因为 
[({4\)]}600}П 4A  U fCOT] 
ЮТА J 800%} П 14 U ЕС) - 
= {4 Оо) U 0)} A (A Ú FO) U 261), 
(ЗИ, 1(4)) 
最 后 , 2.72 对 于 满足 2.7299 КА), (A) 的 交 也 成 立 , 这 
是 因为 | 
(AU КОП {ОКО} П {AU O П (CA Ug CD] 
= (4UCCO П Со) П t4 ОСК П 8955}. 
由 于 每 个 式 子 都 是 由 补 、 并 及 交 构 成 的 ， 故 2.72 对 于 任 
НАЗ Ка 都 成 立 ，- ` 
注意 2.72 甚至 对 于 КА) 是 某 一 个 根本 不 含 4 的 式 子 天 
(因而 1(0) = f(1) = К) 也 能 成 立 , 这 是 因为 | 
(4 U K) Y (л U K) = (4 П 4) U K = K. 
现在 芳 虑 由 集合 41, dus coo. 4, 及 4 构成 的 式 于 КА, 
4，42……，4)， 同 前 面 完 全 一 梓 , RITA 
2.13. ÍCA, Ais Ais to, А.) 
= {4 U fco, Ais duct, A42) 
n {4' Ú fc, 4, d, "tts, A,)). 
这 是 因为 在 CA, 4, ++, А) 实际 上 并 不 包含 4， 因 而 
ICA, Ais сс, 4,) = fco, Ais A;, … "5 An) 
= (1, 41, Ais +, 4») =K 
时 这 个 关系 是 成 立 的 . | 
` 其 次 ， 当 ICA, 4i, ttt, А,) =A Ugl, Az tts An) 
或 ANg 42, ` ° “5 4) 时 它 也 能 成 立 (因为 gCA,, A;, `, 
л) 不 包含 4)， 而 且 如 果 它 对 于 某 些 式 子 成 立 , 则 对 于 它们 
的 补 、 并 和 交 也 成 立 。 因 此 2.73 对 于 一 切 式 子 都 成 也 。 
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rH 2.73， 我 们 可 以 逐步 地 把 任 一 个 式 子 表 成 折 需 要 的 形 
Ж. 首先 我 们 注意 到 2.72 把 £040 ВА, 0 及 1 表 出 ， 应 用 
2.72 及 2.73 我 们 有 
СА, B) = {4 U f0, ВРП {A U КЕ, В}; 
但 因 
f(0, B) = {В U Ко, 0} N {В’ U #0, 1}, 
К1, В) = {BU К!, 02} П 1B'U KC, 15}. 
所 以 
04, В) = IAUBUK(0, 0 П {4UB’ U10,1)} 
N {L U BUO, 0) П (4 URUF, 1}. 
同 理 
КА, B,C)={AUBUC YU 10,0,0)} 
N{AUBUC’ 00, 0, 1)} 
плив UC U0,1,0)} 
Qn {A UBUC U1,0,0)} 
N{A4UB UC’ UO, 1, D! 
N {L UB UC UfI,0,1)} 
N {A UB'UCUXf(1,1,00j 
ni4 UB'UC'Uf(1,1,1, 
ARA. 
当然 , 每 个 式 子 J(U,, U;, ++, ,U,), 当 每 个 U 是 0 或 1 
时 ,是 等 于 0 或 1 的 . 因此 ,如 果 通 过 在 2.72 中 按 一 切 可 能 方 
SK £000. CD 取 0 或 1, 我 们 就 得 到 含 4 ВН АНУС 
不 等 的 ) 式 子 : 
(AU0 Y СА U0 = А П 4 = 0, 
(«4 Чо) 0 (4 О 1) = А ПТ 4A, 
(AUDACE U 0) =ТИ 4d =A, 
(AUDA U1)2=1 n 1 = 1, 
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这 表明 每 个 只 含 4 的 式 子 与 0, 1, AK 4 中 的 一 个 相等 。 
同 理 可 见 , 每 个 只 含 4, B 的 式 子 是 下 列 16 个 式 子 中 的 
一 个 : | 
i4UBULO ПАО в’ о} п (4 UBUO; 
N {L U B' 0} = 0, 
(4UBUOnt4UB'Uoy(4 UBUO; 
n t4 UB'U1)j-Ahn B, 
CAUBU0 n (4 U B'U0) n CAU B U 1) 
ПА ОВОО) = A— B, 
CAUBU0 п CAUB 14 UBUD 
(л UB UI = A, 
CAUBUDNANCGAURPUDNACUBUO 
Q4 UB'UOo) = B— A, 
(AUBUO NCGAUB UIDNGA UBLU 0) 
CA UB'U 1) = B, 
CAUBUDACUUFRFPUDACCUBUD 
(CA UB 00) = 4 + В, 
(AUBU0 П (АОВ Ор пСА UBUD 
NCL ОВ’ О) = 4 0 В, 
(4UBUIDhQUB'Uoncia4'uBuo 
(CA О в’ Чо) = 4° П BS, 
(4UBU1Dn0n ав (Л ОВО) 
NCE UB'U = (4 B), 
дви си в’ П CA ЧАО) 
N Ú B'U0 = В’, 
(«овчо п (4А ОВ Чо П (“ви 
(OA UB U1 = 4 0 В, 
(АВВ п (Л ув Јо) 
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б (л В’ U 0) = 4, 
(АОВ )П UB'UI (Лл иву) 
пов U 1= 4 UB, 
(«овор Пп иво (н UBYU1) 
(C4 UB U0 = A 0 В’, 
(AUBUDN(AUBUI)N(GA UBYU1) 
N (S U B' Ú 1) = 1. 
2.74. 由 上 和 节 直接 可 得 ,如果 对 于 每 个 A, HA 0, 1, 两 个 式 
子 КА,, А,, EE" А,) ЖП gCA;, А,, "tt. А.) 相等 ， 则 方程 
КА, А, c; А„) = gl, А,, cos, AL) 可 以 由 2.01— 
2.04 证 明 . 作为 例子 考虑 两 个 集合 的 情形 。 НИ Ко, 0) 
= gC0, 0), f(0, 1) = #(0, 1), К1, 0) = g(1, 0) № fC1, 1) 
= g(1, 1), 因此 
КА, В) = {40 В Оро, 0) N {4 U B’ U Ко, 15] 
пл ОВО, 9} 0 14 UB’ Оу, 1) 
= {40 BU (0,00) N {4 U В’ U #00, 1) 
N {L U BUZO, 0)} N {Z U B'U аС1,1)} 
= g(A, B). | 
因此 ， 能 由 第 一 章 的 方法 建立 起 来 的 集合 代数 的 每 个 关 
系 都 可 由 2.01 一 2.04 来 证 明 . 这 是 因为 ,关系 式 
fA, da, +++, 4n) = ВСА, Ax, cor, An) 
对 任何 集合 da. Aa ccr. А, 都 成 立 , 特别 地 , 对 于 集合 0, 1 
也 成 立 , 从 而 是 能 够 由 2.01 一 2.04 来 证 明 .我 们 把 上 面 这 个 结 
果 说 成 是 : 性 质 2.01—2.04 对 于 它们 作为 一 个 集合 代数 的 解 
释 来 说 是 完备 的 .我们 也 因此 找到 了 一 个 检验 一 个 关系 是 否 
可 以 证 明 的 纯 机 械 的 方法 ， 我 们 只 须 检 验 它 对 集合 0, 1 是 否 
成 立 ， 例 如 要 看 关系 | 
(4UB)n B=AP B 
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是 否 可 以 证 明 , 我 们 作出 下 表 : 


4 | B B' | AUB | (AUB)nB АПВ ` 
0 0 1 1 0 0 
0 1 0 0 0 0 
1 0 1 1 0 0 
1 1 0 1 1 1 


在 前 两 列 中 , RIISA AM BAIRE 0, 1 的 四 种 可 能 组 合 ; 
在 第 三 列 的 每 一 行 中 ,我 们 写 入 同一 行 中 8 的 值 的 补 ;在 第 四 
列 的 每 一 行 中 , 我 们 写 入 4 和 B' 的 值 的 并 (例如 在 第 一 行 写 
A 0U1= 1), 等 等 。 第 五 .六 两 列 完全 相同 的 事实 表明 上 述 
方程 成 立 , 从 人 而 是 可 证 明 的 ， | 


2.8， 公 理 的 独立 性 


基本 关系 2.01—2.04 构成 所 谓 布 尔 代 数 的 公理 系统 ; 这 
个 特殊 的 公理 系统 是 由 E. У. FÆ Huntington) F 1904 年 
给 出 的 .市 布尔 代数 这 个 名 称 则 系 由 G. 布尔 《Boole) 得 来 ， 
他 第 一 次 在 他 的 著作 《逻辑 的 数学 分 析 了 》(1847) 及 《思维 规律 》 
(1854) 中 引进 这 种 代数 的 基本 概念 和 性 质 ， 我 们 在 前 章 已 
经 看 到 ,如 果 把 变 元 4, В, С, `: 解释 为 集合 , 7008 0, 1 ZF 
别 代表 空 集 和 全 集 ，A4” 代表 A 在 1 中 的 补 ,， 则 公理 2.01 一 
2.04 ВАНН. 由 于 这 个 原因 ， 我 们 说 集合 代数 是 公理 
2.01—2.04 的 一 个 模型 。 这 公理 的 另 一 个 完全 不 同 种 类 的 模 
型 是 由 30 的 所 有 因数 给 出 有 的。 如 果 我 们 使 变 元 A,B,C, 
取信 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, 并 将 4 U B 解释 为 4, ВЕ 
最 小 公 倍 数 , 而 将 4 Г B 解 释 为 最 大 公约 数 ( 0 代表 1 和 而 1 代 - 
表 30)， 则 可 以 验证 , 关系 2.01 一 2.04 MEDERE, ИЛЕ 
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理 ( 参 看 习题 H. 10). 

我 们 把 布尔 代数 形式 地 定义 为 至 少 包含 0,1 两 个 元 素 的 
一 个 集合 马 它 有 三 个 运算 : Ж.Н, ЛЯ А, АОВ, 
ANB 表示 。 这 就 是 说 , 对 于 5 的 所 有 元 素 A, BKH, A 
AUB, АПВ RE S 的 元 索 并 满足 2.01 一 2.04.。 对 于 三 的 
任意 4, В, ШЖ д’, AUB, ANB BT Z, 那 末 我 们 就 说 
5 在 补 \ 并 和 交 的 运算 下 是 封闭 的 。 在 公理 中 ,字母 4, В, С 
代表 集合 了 的 任意 元 素 ， 而 不 只 是 三 个 特殊 的 元 素 . 我 们 有 
各 种 方法 能 够 使 公理 的 一 般 性 表示 出 来 ， 我 们 可 以 假设 2.01 
一 2. 04 不 是 实际 的 公理 而 是 一 种 模型 , 通过 取 实 际 的 元 素来 
代替 3 就 可 由 这 个 模型 构成 公理 ; 另 一 方面 , 如 果 卫 有 异 于 
о, шпана» тжен жж 
“ 变 元 ”?。 在 第 一 种 情况 下 ，4， B, С 本 身 都 不 是 元 素 , 而 公理 
ао атла z, p, с 
的 具体 例子 都 是 一 个 公理 。 在 第 二 种 情况 下 , А,В,С 本 身 
是 元 素 且 2.01—2.04 是 仅 有 的 公理 ， 但 此 时 我 们 还 需要 一 个 
容许 我 们 用 元 素 替 换 А, В, С 的 替换 法 则 . 我们 没有 必要 来 
考虑 区 别 这 两 种 情况 ,但 当 我 们 讨论 某 种 特殊 的 布尔 代数 时 ， 
Piin. ЦЯ (а, b, с) 的 子 集 (包括 空 集 0 和 全 集 1 = (a, 
Б, с)) 为 元 素 的 布尔 代数 , 则 各 公理 必须 借助 于 变 元 表 出 ,这 
些 变 元 本 身 不 是 代数 的 元 素 . 

我 们 现在 称 为 公理 的 基本 性 质 2.01 一 2.04 是 相互 独立 
的 , 这 就 是 说 , 它们 之 中 没有 一 个 是 可 以 省 格 的 , 即 它们 之 中 
的 每 一 个 也 不 是 其 它 几 个 的 推论 .为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 将 
举 出 一 些 模型 ， 它 们 满足 除 一 个 公理 外 的 所 有 其 余 各 公理 及 
其 全 部 推论 .* | 
2.81. 我 们 首先 考虑 恰 有 两 个 元 素 0，1 的 代数 ， 这 两 个 元 素 

* 这 何 话 不 妥 . 因 为 如 虹 2. 叶 不成立 ; 则 2.04 显 然 不 能 予以 和 考虑 ,一 一 译 考 注 
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的 每 一 个 是 另 一 个 元 素 的 补 , PU, Пт: 


0 0 1 Ü Ü 0 
аа] ol 
在 这 代数 中 除了 第 一 个 分 配 律 外 所 有 公理 都 成 立 。 公理 
2.01 能 被 满足 是 显然 的 ， 因 为 以 上 二 表 关 于 它们 的 主 对 角 线 
是 对 称 的 ;为 了 证 明 2.03 我 们 只 须 检验 1U0 = 1,000 = 0, 
1N1 二 1，0 门 1 = 0， 而 这 是 可 以 从 表 中 直接 看 出 来 的 ; 
公理 2.04 同样 地 需要 验证 0U1=1U0=1 和 0N1=1 
По = 0; 对 于 第 二 分 配 律 ,我 们 分 别 考 上 起 4 = 0 K 4 二 1 
二 种 和 情况. 
”对 于 4 一 0, 我 们 有 
ОГ (В\)С)=0=—0ГВ 
= ОПС = (on B)uCon c), 
而 对 于 4 = 1, 有 
In(Buc)= ВОС, 1ПВ = B, 1nc = c, 
(1N ByUG n C) = ВОС, 
这 就 证 明了 第 二 分 配 律 成 立 。 但 第 一 分 配 律 是 不 成 立 的 ， 这 
是 因为 


1UC1/10) = 1, 
(H 


(ТОП (100) = 01 = 0. 

2.82. 显示 第 二 分 配 律 的 独立 性 的 代数 仍 是 一 个 恰 有 两 个 元 
素 0,1 所 组 成 的 代数 ,其 中 每 一 个 元 素 是 另 一 个 元 素 的 补 , 且 
人 和 UV 由 下 表 定 义 : 


UJ0 |1 
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我 们 将 略 去 第 二 分 配 律 以 外 的 所 有 公理 的 详细 证 明 ; 第 二 分 
瑟 律 不 能 被 满足 ,这 是 因为 
По = 0П1 = 0, 


(H 
(0 Ло U (0 11) = 1U 0=1. 
对 于 交换 律 2.01， 我 们 可 由 下 列 各 模型 证 明 它 们 的 独立 

№: mE | | 
2.83. 

U olt пот 

0 0 0 0 0 0 

1 1 1 ulo 1 
2.84. 

оро пот 

0 0 1 0 FE 0 


第 一 模型 表明 公理 4 U B = B U 4 的 独立 性 ; 而 第 二 个 楼 
型 则 表明 公理 4 N B = B П 4 的 独立 性 ， 

我 们 仍然 只 是 用 适当 的 模型 来 表明 一 个 公理 不 能 成 立 ， 
而 把 能 够 成 立 的 公理 的 验证 工作 留 给 读者 。 在 现在 的 例子 
中 ,交换 律 不 成 立 是 显然 的 ,因为 在 第 一 个 模型 中 ， 
| 001120, 100=1; 
而 在 第 二 个 模型 中 ， | 

0/1120, 1По = 1; 
然而 , 因为 在 2.83 中 0 和 1 2i A Ú 0 = А (ЕЖЕ 
一 的 ), 故我 们 不 能 顾及 公理 2.04; 在 2.84 中 的 单位 元 到 不 是 
唯一 的 ， | 

| 显示 公理 4 U 0 = 4 的 独立 性 而 同时 又 能 保证 其 余 公 
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理 成 立 的 模型 是 


2.85. 
Ul |8 nisib 
[а | а а | а | а 
„|а|а ьа 


在 这 模型 中 , 没有 一 个 元 素 能 起 零 的 作用 , 因而 公理 2.04 不 能 
TU JE, 
显示 公理 ANI = 4 的 独立 性 的 模型 是 


2.86. 
Ој а | 6 пар 
a a р m b b 
SEPSE ЕХЕ: 


在 这 模型 中 没有 单位 元 系 , 因而 也 不 能 芳 感 公理 2.04. 
为 了 证 明 互 外 公理 的 独立 性 , 我 们 可 以 利用 模型 


U a| amm тТрА 
"NP a ар 
ПЕЕ ьо |» 


这 里 的 a 起 着 0 和 1 的 作用 ,而 且 БНР. 
最 后 我 们 注意 ,如 果 存 在 单一 集合 a, 它 能 适合 条 件 
аа = а, абаа, 
则 一 切 公 理 都 能 满足 ;这 就 表明 ,我 们 为 什么 规定 至 少 要 有 两 
个 集合 ,就是 说 ,我 们 要 求 零 积 单位 元 素 古 不 同 的 ， 


2.9. 对 的 一 种 代数 , 同 构 与 同 态 
本 节 将 建立 由 一 个 布尔 代数 的 元 素 对 构成 的 布尔 代数 . 


。 这 个 模型 也 不 满足 公理 2.03, 因 为 这 个 公理 要 求 0 与 1 不 同 .一 译 者 注 
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首先 定义 对 的 补 、 并 、 交 ， 
CA, В) 的 补 定义 为 (4', В), 
(CA, В,), C4, В,) 的 并 是 
C4, B.) U C4, B,) = (A, U 4,, В, П B, 
它们 的 交 是 
(Ais В.) П СА, B,) = (A, П А, В, U B,). 
我 们 首先 注意 , 公理 2.01 是 显然 满足 的 ,现在 着 于 证 明 分 
配 律 ,我 们 有 | 
(Ais B.) U (065, В») П C4, B2] 
= (A, В.) U (A, П 43, В, U B3) 
= (А, U (24, П 4.2. В, П (B; U В;)) 
= (C4 U 42 N СА U 42, СВ, N В.) U (B. ñ В;)); 
X 
[C4,, B.) U С4,, B] N [CA В.) U CA, В;)] 
= (A, U 44, В, N Bj) N СА, U Аз, В, N В.) 
= (C4, U 4 N (A, U 43), (B, N B,) U (B, П B). 
这 就 证 明了 2.02 的 第 一 个 式 子 。 对 于 第 二 个 有 
(Ai, B.) N [СА», В») U (As, Вз)] 
= (A, BON (A, U A3, В, П В) 
= CA N (A: U 4з), В, U СВ, П В.)) 
= ((А, N А;) U (A N 4), (B, Ú В.) N (B, U В,)); 
X 
[CA B.) N CA BD] U ECA, BI) N CA, B2] 
= (А, П А,В, U B;)U (А, n Аз, B, U В.) 
= (СА, П 4) UCA, ñ 4), (B, U B,) N (B, U В,)). 
这 就 证 明了 第 二 个 分 配 律 . 
零 和 单位 元 泰 对 分 别 是 (0, 1) 和 (1, 0), 我 们 有 
(4, B) Ú (0,12 = ÇA Ú 0, B ñ 1) = CA, В), 
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又 | | 
(А, B y (1, 0) = (A ñ 1, B 0) = (A, В), 
这 就 验证 了 2.03, XA 
(4, B) U CA, ВУ = (A, B) U CA’, В’) 
= (A U £4, B n B’) = (1, 0), 
(A, B) ПСА, ВУ = CA, B) П CA', В’) 
= (ANA, B U В = (0. 1), 
这 就 完成 了 所 有 公理 的 证 明 ， 
2.91. А CA, B) 的 集合 中 选取 一 子 集 ， 它 是 由 形 如 《4， 
А) 的 对 构成 的 ,我 们 可 以 看 到 , 由 于 我 们 刚才 的 证 明 , 这 个 集 
合 本 身 构 成 一 个 布尔 代数 (因为 零 和 单位 元 过 对 (0,，1)，(1， 
0) 本 身 都 具有 这 种 形式 )。 在 元 素 4 和 对 (4，4') 之 间 存 在 
着 一 个 一 一 对 应 关系 ， 这 是 因为 对 于 每 个 元 素 4 恰好 对 应 着 
一 个 对 《4， 4”), IO SL TS PXT CA, 41) 也 对 应 着 它 的 第 一 
项 4 .我 们 用 记号 
A<*—> (A, A'^) 
表示 这 种 对 应 。 这 种 一 一 对 应 关系 在 补 , 并 、 交 运算 下 仍 被 保 
持 ， 而 且 一 个 集合 中 的 零 和 单位 元 素 分 别 对 应 于 另 一 个 集合 
ЕЛП: {у Ж: 
ССА «ә (А, А’), А < (A', А) = СА, AT), 
АЧВ «э (AU В, А A В’) = (А, АЦ СВ, В, 
АПВ «э (АПВ, А U В) = (4, АП CB, В”); C 
Hu H. | 
0<— (0, 1), 1 «> (1, 0), 
Pj EA АЈА ИВЕ К H 50) РУ К) 
一 个 同 构 ,明确 地 说 , 称 为 布尔 同 构 .因此 对 (4, 4 ) 的 代数 
同 构 于 集合 4 的 代数 、 
2.92. ÆW CA, B) 和 对 《4, 4 ) 之 同 的 关系 是 一 个 多 对 一 的 
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关系 ， 因 为 对 于 所 有 的 B 的 一 急 对 《4，B) 都 对 应 于 单一 的 
MCA, 4), 我 们 用 记号 
(A, B) CA, A") . 

来 表示 这 种 关系 , HR (А, B) 的 集合 被 映射 到 对 (4, A) 
的 集合 上 。 对 于 每 个 对 (4, B) 对 应 着 单一 的 对 《4、 47), 但 
ЕЕ CA, A) XIEBUR UL 4 为 第 一 项 的 对 《4,，B) 89 “Hh 
象 。 这 个 对 应 ,也 象 我 们 在 前 面 所 芳 虑 的 同 构 对 应 一 样 , TE 
坪 补 、 并 及 交 . 事实 上 ,我 们 有 

(4, B)— CA, A’), 

(4, BY = CA', B')— CA', А) = CA, АУ, 

(А, Bi) U СЧ», B) = (А, U 4, B, П B) 

— (A, U Ax, А N 42 = Chi, 4) Ц CA, 42), 

及 

(А, B.) П (Az, B,) = (А, N Azs B, U В,) 

— (A, N 4, 4: U 43) = СА, А) П CA, 42). 

一 个 保持 补 、 并 及 交 的 多 对 一 对 应 称 为 同 态 , 或 明确 地 说 , 称 
为 布尔 同 态 。 因 此 ,在 对 (4, B) 及 对 (4, 4 ) 之 间 的 关系 是 
一 个 同 态 , 在 对 CA, B) 及 集合 4 之 间 的 关系 也 是 一 个 同 态 、 
在 对 (4, B) 到 集合 4 上 的 同 态 中 , MAX СО, В) 映射 到 零 
0 Е, ПАТЕ СІ, В) 则 映射 到 单位 1 上， 
2.93. Æ (0, B) 和 8B' 间 的 一 一 对 应 保持 并 与 交 , 因 为 

(0, В,) О (0, В,) = (0, В, f) B.) — В; U В,, 

(0, B,) N (0, В,) = (0, В, U B5) <— В; ñ В;, 
但 补 运算 却 不 能 保持 ,因为 (0, B) 的 补 已 不 再 是 这 种 对 的 集 
合 中 的 元 素 了 . 

保持 并 与 交 但 不 保持 补 的 一 一 对 应 称 为 偏 (或 烙 ) 同 构 . 
然而 由 所 有 对 (0, В) № (1, В) 所 构成 的 集合 到 B' БЕЛЖ 
射 却 是 一 个 布尔 同 态 , 这 是 因为 
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(0, BY = (1, В’) — B = (B'Y, 
(1, В) 2 (0, В’) — В; 

C0, B) U (0, В,) = (0, B, П В,) <—— В, U B}, 

(0, B,) U (1, B;) 一 (1, B, B.) — b; U B}, 

(1, В,) U CI, B,) = (1, B, N B.) — BiU B}; 
ru E. 

(0, B) П Со, B.) = (0, В, U B) — В, ñ B; 

(0, В.) П CI, B) = (0, B, U B.) — В, П Bi, 

(1, B,2 Q "lu; B.) = (1, B, U B,) — В, ñ B 
2.94. 对 于 一 个 国定 的 集合 天 , 4 A U K 上 的 映射 保持 并 
与 交 ,因为 

A, U A, — (A, U 4) U K = (A, U K) 0 (A, URK), 

A, f A, — СА, П A) U K= CA, U K) A (A: U K); 
但 是 它 却 不 能 保持 补 , 因为 

CA UK) = А ПК"; 
这 样 一 个 对 应 可 称 为 偏 (或 格 ) 同 态 , 
2.95. 一 个 偏 同 态 《特别 地 ,一 个 偏 同 构 ) 保持 包含 的 关系 , 因 
为 若 A— A* BACB, ША = А П B, 因而 
_ A* = (A (Y B)* = A* (| B*, 

这 就 证 明了 4" C B*, 
2.96. 如 时 一 个 布尔 同 态 (特别 地 ,一 个 布尔 同 构 ) 将 一 个 元 素 
HA, B, C, e 的 布尔 代数 映射 到 一 个 元 素 为 a, b, c, `" ` 
且 对 于 补 . 并 及 交 为 封闭 的 集合 上 ， 则 元 率 a, b, c, tee 的 集 
合 构成 一 个 布尔 代数 ， 

我 们 必须 证 明 , 集 合 4, В, C, e 所 满足 的 公理 2.01— 
2.04, 集合 a, b, c, --: 亦 能 全 部 满足 。 

我 们 有 

AUB—aUb, BUA-—bUa, 
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及 
AU B= BU 4, 


因此 
a ÜU b = b Ú a, 
同 理 , 由 
Af B—a Пё, ВП А->#Ь[ а, 
及 
ANMNMB=B A, 
就 有 | 
a П b = b П a. 
对 于 -分配 律 我 们 有 


АО СВ П С) эа) СЬ П с), 
(A Ü B) (ñ (A Ú С) > Ga О ó) П Ga U e), 
于 是 由 | 
А0 (ВПС) = (4 Ч В) CAU С) 


得 
a U (b Пс) = (a ЧБ) П CaU e). 
第 二 分 配 律 的 证 明 可 以 简单 地 由 调换 О 及 П 482, 
如 果 0 是 0 的 上 映 象 ,1 是 1 的 映 象 , 则 我 们 有 
А4\0)0-»4\)0 № А а, 
因而 由 
4= 41) Ф = а= а 1) 0, 
同 理由 
A=ANI B а=а ПТ. 
最 后 ,由 
АЧА >. Ја, 1-1 
К, 


AUA =l, 
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а Ча’ = 1. 
ХЕ 
АП А’ >в Пао’, 0-0, 
及 
ANA'=0, 
有 
afa = 0, 


2.91. Ei A — A* 是 一 个 布尔 代数 到 它 自身 之 上 的 一 个 布尔 
RA (因此 , 对 于 代数 的 每 个 元 素 А, AT 是 这 个 代数 的 一 个 
TR), 4 — А 是 代数 到 它 自身 之 上 的 另 一 个 布尔 同 态 , 则 映 


4 — A*. 
征 一 个 布尔 同 态 ， 
因为 | 
CA U B)* = A* U B*, 
所 以 
CA Ú BY = A* U B* U Б*, 
同 理 . 
САП В)* = A* n BF, 
对 于 补 , 我 们 有 
(4’)* = (а*у, 
因此 
CA = (A*y = AW 
urbe. 


1. 证 明 下 列 关系 : 
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(1) 4А ЧВ= СА П В) О САП ВЭ) ЧСА ПВ); 
(2) (41 B) U (C n D) = CAU C) 
(n (B Up) n (B U G) ñ (л UD) 
(3) CAU B) ñ KC U D) = CA П C) 
U(B n D) U (B n O) U (A r D) 
(4) C4U BUD) n CA UCU E) 
'= [CA U B) N CA U C)I U ICA U D) 
ОП (a U E) 
(5) 4 + B = (AD B) + (АПВ); 
(6) (A + B) U (B + C) = (á + C) U (B + С); 
(7) A4 U (A4 + В) = 4 UB; 
(8) A+ (A UB) = B — A; 
(9) AU B= 4 + [B = (A ñ B)1: 
(10) A + C C (A + B> U (B + С); 
(11) (4U B) 0 C4 U C) = Са Пв) (АПС). 


2. 应 用 2.74 ЗОНУ АЕ TRE УЛ 2) ЯЙ 1 В 12 $0 13 中 的 各 
AJ. 
3, 将 下 列 各 式 变 换 成 两 种 标准 形式 : 


(4 U Ву ПАП B, 
(A U В U CY ñ (AU B), 
(л ву n CC U в”) n (C U A^). 
4. 证 明 对 于 一 个 固定 的 К, ШЗ 4— 4 + K 是 一 个 保 
EPI Н] JBE B. 
5. ERRE (А, В) — В’ ЕРАЗ. 
6. 15 {4} 与 1a} 是 对 于 补 、 并 , 交 封 闭 的 两 个 集合 , 对 应 
А ая: {4} В {а}; 之 则 的 同 构 ,如 果 其 中 一 个 集合 是 布 
尔 代数 , 则 另 一 个 也 是 布尔 代数 . | E 
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7. 设 对 应 4 一 a 是 集合 {.4} 到 集合 {a} 上 的 一 个 同 态 ， 
这 两 个 集合 对 于 袜 、. 并 及 交 都 是 封闭 的 ,证 明 如 果 集 合 44} 是 
布尔 代数 , 则 集合 la) 也 是 布尔 代数 。 

8. 证 明 在 偏 同 态 中 ， 了 映射 到 同一 元 素 上 的 元 索 约 集合 对 
于 并 及 交 是 封闭 的 . 

о. 4 -> 4* 及 4 一 4 者 是 一 个 集合 到 它 自 身 
ЕКИН Fe] Хх, МЕНН T Я SJ 

A— A*U А, A> ANA 
保持 包含 关系 ， 

10. N 是 1 个 不 同 的 质数 Pis Ро, Pss con P, HREN, e, 
6，c，"*"* 是 NN 的 各 个 约 数 (包括 数 1); a ЧРЖЖа ВНЕ 
МАЕ, а N 0 表示 它们 的 最 大 公约 数 .如 果 取 数 1 为 零 元 
* 0, 取 数 入 为 单位 元 素 1, Н а = 二 N/a, 证明 2,0, 0, 77 
满足 2.01—2.04 全 部 关系 ， 

11, Ж CUA=B, CNA=0, 


В. 
DUA=B, Df1A4-0, 
HERH 
ВП А= А, В П С=С, 
H. 
C = D. 
O2. 证 明 若 АП B = А, 则 联 立 方程 
人 2 | 
X ñ A= 0, 
有 唯一 解 
X= ADB, 


13, 证 明 联 立方 程 


Ф 52 9 


атааран m ai -- ыы с жесе ss ss 


K ñ (A U В) = K, 
A NCB U X) = A, 
B Y (A U X) = B, 
ХПАПВ=о0, 


有 唯一 解 
X = À + B, 
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第 三 章 布尔 方程 


3.0. 一 个 双 运 算 的 公理 系统 


有 很 多 关于 布尔 代数 的 公理 系统 ， 本章 中 我 们 芳 虑 一 个 
具有 两 种 运算 AN BRA 的 公理 系统 ， 这 丙种 运算 我 们 仍 
МК) Г. ХЕ 
3.01. АПВ = В 1 A. 

3.02. АПВ П с) = (A ñ B> П С, 
3.03. 车 对 于 某 些 4, В, C, 
аП B' = C n C', 


则 

ANB=4. 
3.04. # 

A B = A, 
WATERS CA 


АПВ = CACC. 
同上 一 童 的 公理 系统 一 样 。 我 们 需要 公理 能 够 保证 在 作 
交 、 补 运算 时 等 式 仍 保 持 成 立 , 因 此 我 们 增添 公理 : 
3.05. Æ 4 == В, ША’ =B, ВАЙС = ВП C. 


3.1. 两 种 形式 体系 化 的 等 价 性 


我 们 首 完 注意 ， 这 些 公 理 的 每 一 个 都 是 前 章 系统 中 关于 
交 和 补 的 一 个 公理 或 一 个 可 以 证 明 的 性 质 ， 因 此 我 们 由 这 些 
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公理 所 导出 的 任何 性 质 一 定 可 以 由 前 面 的 公理 系统 中 来 证 
ВЯ. 现在 要 证 明 的 是 , 每 一 个 可 由 公理 2.01 一 2.04 导出 的 性 
质 也 可 由 公理 3.01 一 3.04 导出 , 证 明 这 个 事实 的 最 简单 的 方 
法 是 证 明 公 理 2.01 一 2.04 本 身 可 由 3.01—3.04 推 得 . 

3.11. #501 为 此 我 们 首 党 通过 如 下 方程 用 交 来 定义 并 : 


3.111. AU B = (а f) BY. 

CHEER: 这 是 前 章 的 一 个 可 证 明 的 性 质 , 这 里 则 用 作 定 
х.) 
3.112. 用 方程 


0=40nñ 42, 1-0 
来 定义 0 和 1. 
《在 最 初 4 表 示 一 个 确定 的 元 素 ， 但 如 我 们 即将 证 明 的 ， 
对 于 任何 4 都 有 此 关系 .) | | 
3.12. 包含 关系 ”对 于 包含 关系 , 我 们 仍 保持 第 二 章 定 义 , BD 
25H24 A B = 4 时 ,我 们 记 为 4 C В, 
3.121. 由 方程 | 
| АПА = A D. А 
№ 3.03 有 
| АПА = A, 
所 以 ， " 3.04 可 知 对 于 任意 的 C 都 有 
A( A = c n c”. 
A | 
3.122. 对 于 任何 C 有 
СПС’=0 
这 就 证 明了 2.04 的 第 二 部 分 . 
“由 3.03. 及 3.04 可 得 ， 当 且 仅 当 4 N B' = оњ, 
| A B = 4, 
Wit АС B 等 价 于 А П B' = 0, 特别 地 有 
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АСА, 
为 了 证 明 包 含 关系 是 可 传递 的 ， 我 们 注意 ,由 
АП Вв=- 4 Б ВОЙ С = В 
得 到 | 
АП С= АПВ) П Сс= 4 1 (В Пс) (3.02) 
| = À (В = 4, 
因此 有 
3.123. 由 4A4CB 及 BCC 有 ACLC. 
НАП À = 4 K 3.01 我 们 又 导出 
3.124. AD B C A. 
又 由 交换 律 我 们 有 
如 果 4CB 及 BCA, 则 
А= АПВ = В П 4 = В, 
Вр 
3.125. WR A C B K. B C А, ША = В, 
SA Шел = В, ША = Añ a= Bn A= АПВ, 
因而 С В: НВ = A# B C A. 
为 了 证 有 明 4 По = 0, 我 们 观察 0 二 4 站 4 及 
АПА с A (Н 3.124), 所 以 有 | 


3.126. | 0 C A. 

从 而 有 

3.127. 4По=ОГП А = 0, 
下 一 步 是 证 明 


3.13. УЕ 47” = A. 

HT 4” b 4'-— A' П A7=0, Ж A” C А; 因此 又 有 
АСА АС А" GE 4” C4 中 先 取 А’, 后 取 4” 代 
Ë 4)。 因 此 由 包含 关系 的 可 传递 性 有 
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EA 
A" Г} 4' = 0, 
由 此 我 们 推出 
Ас A”; 
由 于 我 们 已 证 明 过 47” C 4’, 我 们 就 有 
А" = A's 
HK 404. = 二 0 有 
АГ А” = 0, 
因而 
АС A”, 
i 


А = A”. “前面 已 证 4”C A) 
3.14. 包含 关系 的 等 价 性 ”现在 可 以 证 明 4CB 和 8B Cd 的 
等 价 性 . 因为 由 4CB Ж {Б АПВ’=0, 从 而 В’П4”=0, 
вси’. 反之 ,由 8 CA 4” C B”, JA À C B. 
由 此 还 有 
3.141. АСА Ч В, 
因为 这 等 价 于 (4 U B) C A', АП B' C AT, 而 这 是 我 
们 已 经 证 明 过 了 的 . 
由 3.14 我 们 容易 证 明 
3.142. 当 且 仅 当 4 U B = B Ft, AC B, 
因为 4 U B = B ИЕ (A' П В) = B, 而 这 依次 等 价 于 
АГ В’ = В’, B' C А’, АСВ. 
3.15. — 与 结合 律 ” 并 的 交换 律 是 公理 3.01 的 直接 
推论 , 因为 
AU B=(4 ПВ) = (Вп A = B U А, 
这 就 证 明了 2.01 的 第 一 部 分 ， 
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为 了 证 明 并 的 结合 律 ,我 们 有 

AU(C(BUC)=AU(B DC 
= [АП CB' fh С] 
= (АПВ) 3 C САИ 302) 
= (АПВ) U С 
= (AU B) ЧС, 

3.151. 由 3.121, HA I А, 我 们 有 

АПА = А, 


EDA SEINE: 

A VU A — A. 
3.152. 由 3.13 及 0 与 1 的 定义 我 们 有 

A U A = 1, | 
这 是 因为 4UA4 = (А П AY = 0' = 1, 这 就 证 明了 2.04 
的 第 一 部 分 . | | | | 


3.153. ж A св, Шапсевпс K AU c C B с. 
Е, AC B, W Añ B = A, 因此 
АПВИС= АПС, 


而 
(АПОП (ВПС) = (АПС) П сув 
== А ПСП С) ПВ 
= АП ВОПС = А ПС, 
这 就 证 明了 | a 
| ион An CCBÍC, 
同 理 


(AU суо ВО су=л\)вВ\) С, 
ФА СВ, WJ A U B = B, 因此 
AUBUC-BUC, 
АХ 
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C4 U C) U (B U c2= ВОС, 
这 就 证 明了 
А\)ССВ \) С, 
3.154. 一 个 直接 推论 是 : 由 4CB 及 CCD 得 到 
AUCCBUID. 
iw A U Cc Cc B U CC B U D. 特别 地 ,由 4 了 CT， 
CCB 得 到 4 U c C B, 这 是 因为 BUB= B. 
3.16. 并 与 交 的 分 配 律 ”下 面 证 明 并 与 交 的 分 配 律 ,我 们 由 特 


殊 情 况 开始 ， 

3.161. АП с4 О В) = 4 О САП B). 
由 3.141 AC A UB, 

因此 


AD CA ОВ) = A; 
IHE 4 B C A, НЫ 
3.162. (An B)UA-— A, 
这 就 证 明了 | | 
4 (1 CAU В) = (А ñ B) Ú A. 
因为 | | 
пм з= An (An В УГ B 
= (4 ñ B'n (4 n B) = 0, 
由 公理 3.03, 有 | 
АП (Л UB)= А ПСА ОВ) П B, 
但 是 由 8 — Bp US [=A Ú В, 我 们 已 经 看 到 
(4U B) П В = В, 
因此 有 | 
3.163. Añ GA 0 В) = 4 П В, 
由 已 证 的 关系 
ABCBUC, 
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C C B U С, 
可 得 (由 3.153) 
ANBCANCBUC), 
Añ CC A í (B Ú C), 
从 而 有 《由 3.154) 
3.164. (A n B)U (ЛАГ С)С АГ (B U С), 
更 进一步 有 
ап сву с) ПГІСА П в) о сП C)Y 
= A N (B U C) (Лл U B’) ПСА U cC’) 
= (В\)С)Г АГ В П CA UC) CHH 3.163) 


—(BUCP)hnB'fiARfc (由 3.163) 

= (вис) (B UcyX n A 

= 0 0 4 = 0. | СЕН 3.127) 
这 就 证 明了 


316. A n (B U c)c (A n B) U (dá n C). 
把 3.164 53 3.165 合 起 来 就 证 明了 第 二 分 配 律 (2.02 FA): 
3.166. 4N(BUC)=(4NB) UANC). 

№4, B', С 代替 3.166 ВА, B, C 并 在 两 边 取 补 , 我 
们 就 得 到 了 第 一 分 配 律 (2.02 EA): 
3.167. А0 (ВПС) = (4 U B) n (A U с). 
3.17. 由 3.162 我 们 容易 证 明 2.03 的 两 个 部 分 。 因 为 

4UO-—-A4UCADn 4)= A, 
因此 | 
| 4' Ú 1 = A', 
由 此 取 补 得 
АГ 1 = A. 

我 们 已 经 完成 了 由 公理 3.01 一 3.04 到 公理 2.01 一 2.04 的 

所 有 关系 的 推导 工作 ， 这 就 表明 了 这 两 组 公理 有 着 相 辣 的 结 


e 60 * 


Ж, 因而 是 等 价 的 ， ТЕНДАН ТЖ, АП IS 
处 布尔 代数 的 另 一 些 等 价 公 理 系 统 . 


3.2. 布尔 方程 


我 们 已 在 1.971 看 到 ,如果 4 是 一 个 已 给 定 的 元 素 ，X 是 
一 个 未 知 元 素 ,方程 
A+ Х = 0 
ЖЕ X = A, 因此 方程 
(A+ X) U(B+Y)=0 
有 解 X 一 4 及 了 一 B， 这 结论 显然 可 以 推广 到 更 多 项 的 情 
X rx. 
同 理 ,方程 
AX X=1 
有 唯一 解 X = A (1Й1.98), 因而 方程 
(4 x X) П (B Xx Y)=1 
а X = 4 及 Y = B СХМ ib nj HEP ЕЛЕ 
更 多 项 的 情形 上 去 )。 
3.21. 方程 
4UX-1 
有 一 般 解 X = A UU, НО 是 一 个 任意 元 素 ; 而 所 谓 一 
般 解 系 指 六 的 值 满足 方程 , 且 对 于 如 的 一 个 适当 的 值 ,每 个 解 
具有 形式 4 U U. 
首先 我 们 注意 ,如 果 X =S U U, HJ 4 Ú X = A U 2° 
UU=1UU=1,. ПА, A U X = 1, ЩА ПХ = 0, 
因此 
химах)=хЦо=х, 
因而 
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(X Ú 4 Y (X U X) = X 
故 
X = A U X. 
这 表明 每 个 解 具 有 形式 4 U Я GXH U Bš X). 
由 此 即 可 得 到 
3.22. 方程 
(AUx)n (BUY)ñn (C U2)=1 
T 
X= A UU, Y=B' UV, Z= C' UW, 
其 中 U, V, W 是 任意 的 
3.23. УЕ 
x UCA П Y) = K 
有 一 般 解 
X= [U U (A' UT VINK, 
Y = (4' U К) ПУ. 
我 们 先 来 证 明和 和 Y 的 这 些 值 确 实 满 足 方 程 ; 事 实 上 ， 
AD Y-—-A40n(4UK)nvV 
-АПКПУ, 
因此 
ХУ (ЧПУ) = KNICANV)IUUU(A UV] 
= КПП U (A Y V) Ч (A ñ YY 
= K (| 1 = K 
ях, Ж Xx U (4 ñ Y) = K, l] 4 ñ Y c K, ПШ 
Y C Y U 4' = (4 ñ Y) U 2' C K U А”, 
因此 
| Y — (K U A") r Y, 
这 证 明 Y = (K U 4') ПУ, 其 中 三 的 值 为 y。 
更 进一步 ,因为 


^ &2 + 


ХИП (МУ) = K', 


а 
X UX ñ СА U Y')] = X U K, 
因此 | 
ХОЛ U Y' = X U K', 
从 而 


K n (X U ЧҮ) = КПХ; 
9 X U (4 Пу) = K, 因此 X c K, Mi K ñ X = x, 
这 就 证 明了 

| X = [U UCZ U У] ñ K, 
Язов x, 
3.24. 方程 
XUY-K 
当然 是 前 方程 在 4 = 1 时 的 特殊 情况 ,但 用 4 = 1 代入 所 得 
的 解 的 形式 关于 和 和 Y 是 不 对 称 的 ， 我 们 将 证 明 一 般 解 可 以 
表 成 以 下 形式 : 
x= kn (u Ur, 
Y = K ПС UF), 
这 里 U, V 是 任意 的 。 这 是 因为 X, Y 取 这 些 值 时 ， 
X UY =[K D) (U U V'21 U [K n VU TW] 
=КП ГОТ’ UU ЦИ] =КП1=К, 
г, X, УЖЕХЦОУ=К, М 
X = X U (Y ПУ) = (X U Y> ñ (X U Y” 
= K n (Xx U Y^», 
Y = Y U (X y Хх) = (X U Y> ñ OX UY) 
= K Л (X' U Y); 
ER 
X-—-KhQUV»), Y= KN(CUV’ UTY), 
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这 里 U, V 分 别 取 值 X, Y, 
现在 我 们 考 虚 方程 3.23 的 推广 : 
3.25. X U (A n Y) О (B П 2) = К, 
它 的 一 般 解 是 
X=KN{UU [CA U WAHR Uw, 
Y =(K Ú A') n V, 
Z = (K Ú B”) П W. 


我 们 首先 注意 这 些 值 满足 方程 
Af) Y = VNANMEK, 《由 3.163) 
p n Z = W ñ. B ñ) K, 《由 3.163) 
因而 


XU(ANY)U(CBN Z) 
= КП (U U [(4' U РП (B' UW) 
U(V ñ A) U (W n B)) 
= K Y (U U[CA YA V) О CBN WY 
ОСП 4) U (B 1 W) 
= K П 1 = K. 
现在 考虑 已 给 方程 的 任意 解 和 一 XY 一 Yu2Z 一 Z 则 有 
X, U (4 ñ Y.) U (B ñ 2,) = K, 
Ik A n Y, C K, П Z,C K, Mif 
Y, C Y, U 4' = (АПУ) ОА C K U 4', 


x 

Y, = (KU 4) D Ү.; 
[:] 38 

Z, = (КОВ) П Zi 
这 就 证 明了 


Үү = (КОФ) ПУ, Z,= (K U B> n w, 
3X E V IË Y. ШИ’ ЖИ Zi. | 
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在 X,, Yi, Zi 所 满足 的 方程 上 取 补 ,我 们 发 现 
xin (A' U Yi) n (B' U 20) = K', 
因此 
X, ОА ОУ) П CB U 2)] = X, UK, 
从 而 
КП (x, U [CA U Yon (P' UZD =КПХ,, 
由 于 X, СК, КЇ X, = X, 从 而 
X, = K n (X, U IA U Y) П СВ’ U Zl) 
这 就 证 明了 
X = КП {ИЦ (ЛО тп (BU ”)]}, 
{Нови X, v Sui Y,, W RË Z. 
显然 可 以 把 这 个 解法 推广 到 任意 多 个 集合 上 去 。 
3.26. 方程 
КП (A U X) = 0 


等 价 于 两 个 方程 
K ñ A= 0, 
КПХ = 0; 

若 条 件 K NA 4 一 0 被 满足 , 则 方程 的 一 般 解 是 
x=kK' n U, 


其 中 如 是 任意 的 。 因为 如 果 X 一 天 R U (B. K ñ À = 0) 
Д] 
K n CA Хх) = K n (4 UCE fU) 
= (K ñ A) U (K n K' n U) = 0; 
反之 ,如 打开 n X, = 0, ini 
K' U Xi = 1, 
因此 
X, = Xx, ñ 1 = X, ñ (X; U K') = kK' nx; 
这 就 证 明了 X, = K' n U, Arn URE Xi. 
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3.27. 两 个 未 知 元 的 方程 
КЇ\(А\)Х)УП(В\)Ү) = 0 
的 解 可 由 3.26 导出 .因为 3.27 等 价 于 两 个 方程 : 


3.271. КПВПСЛИХ) = 0, 
3.272. КЇ (АШ ХУЙПҮ = 0, 
MED M 

АГВГК = 0 


时 , 第 一 个 方程 有 一 个 解 ;又 如 我 们 已 经 看 到 , 着 这 条 件 被 满 
JK, 则 一 般 解 为 * 
X= К'ОВ'ПО, 
其 中 上 是 任意 的 。 对 于 和 的 这 个 值 来 说 ，3.272 的 一 般 解 是 
| Y = [K (AUXxX)1 ПУ, 
此 处 VV 是 任意 的 。 用 同样 的 方法 ， 
3.28. 三 个 未 知 元 的 方程 
K'(AUX) (ВУИ (CUZ) 一 0 

的 解 可 以 马上 写 出 。 因 为 这 个 方程 等 价 于 

(КПОП(АЦХПСВИУ) = 0, 

КПСАОХ) ПСВ ОУ) ПЯ = 0; 


当 且 仅 当 
АПВПСПК = 0 


时 ,第 一 个 方程 是 可 解 的 。 当 此 条 件 被 满足 时 ,我 们 有 一 般 解 
X= (KACYUB'UU = [K UB UC']ñnU, 
Y = [KC n (A4Ux)] ПУ, 
Z = [КП(АЧЮП(ВОУ)ТПИ,, 
其 中 U,V, W 都 是 任意 的 . 
| 显然 ,这 个 方法 可 以 推广 到 任意 多 个 未 知 元 的 方程 上 去 . 
* 在 以 下 关于 X, Y, Z 的 五 个 等 式 中 原 书 均 将 最 后 一 个 几 误 为 U. 一 一 译 
注 
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3.29. 方程 
(4 X) U (B Г X) —0 
可 解 的 充 要 条 件 是 4nB8=0, 且 若 这 条 件 能 被 满足 时 、 则 
一 般 解 是 
Х=(А' ñ U) Ú (B n U^), 
НЕ ЧП B = оН х= (4 ñ U) U (B n t”, i 
АГ X = AD BDUO = 0, 
BAX’ = B ñ (A U U) П (B' UU) 
= (B n U) n (В U U) 
= (B n U') Y (B n UY 
== Ü, 


因此 3.29 能 被 满足 ， 反之 ,如果 X, 是 满足 3.29 的 X 的 一 个 


值 , 则 
3.291. (AN Хх) Ч (В П X)=o, 
因此 取 补 得 

(4’ ОХ) П (B' Ú X.) = 1, 
因此 


ANB=ANBNMNI 
= (AD B) n AU xp) ñ (B' UR) 
= (4 ñi B ñ Хх) ПСВ’ U X.) 
= 4 ñ B ñ x, ПХ, 
= 0, 
又 由 3.291， 
АП Х,=0, BAX = 0 
故 
X, = X, U 0 = X, U (x: ñ В) = B U xX,, 
x 
X, = X, ñ! (A U 4) = (4 ñ x.) U (ПХ) = A' П X, 
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AIRE U ВАН A! N B' Х,, 我 们 就 可 以 由 此 得 到 : 
(4 YU) U (B n U^) 
= (A ГВ Г Х,) ОІВ D (A U BU U X)] 
= (4 NB NX U [B О (B r X) 
—(ARnB'(X)UB 
= (ВП X,) U B = X, U B = Х,, 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
АЈА 25 ЗЕНА 25 Ez 
3.292. X U (Y n 2) = 1, 
Y U (Z ñ X) = 1. 
第 一 个 方程 等 价 于 下 列 一 对 方程 ， 
XUY=1, XUZ=1, ` 
第 二 个 方程 则 等 价 于 
YUZ=1, YUX-—1, 
因而 所 给 的 两 个 方程 等 价 于 三 个 方程 
XUY=1,YUZ=1,ZUX=1. 
这 组 方程 的 一 般 解 是 
X= U U VU, Y= ЦЮ, Z = W ЦИ’; 
因为 如 果 X, Y, Z 取 这 些 值 , 则 
XUY-UUV'UVUW'z1, 
YUZ-VUW'UWUU'—1, 
ZUX-WUU'UUUY'-1, 
反之 ,如果 Xi, Yo Z, 满足 方程 3.292， 则 
X, = X, |) (Y, П Y) = 1 Dn (X, U Y.) = X, U Yis 
Y, = Y, U Zi, 
Z, = Z, U Xi, 
& U, V, И Zr Buil Xi, Yi, Z, ИХ 
X, = U ОУ, Y, = V U W', Z, = W 00", 
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3.3. 合同 关系 


设 2 是 一 个 布尔 代数 的 元 素 之 闻 的 一 个 关系 、 即 一 个 对 
于 某 些 元 素 对 成 立 , 而 对 其 它 一 些 元 素 对 也 许 不 成 立 的 关系 . 
如 果 两 个 元 素 А,В 之 辐 存 在 关系 p, 我 们 就 记 作 АрВ; ЭПЖ 
A, В 之 则 没有 这 个 关系 。 则 我 们 记 作 А» B. ЖЖ, € 
含 己 , 相等 一 ， 互 补 等 都 是 布尔 代数 的 元 素 之 间 的 关系 . 
3.30. 等 价 关系 一 个 关系 2? 称 为 等 价 关 系 , 如果 它 有 下 列 三 
种 人 性质: 
3.801. E 对 于 所 有 元 过 4 都 有 APA, 
3.302. E;. Zi ApB, WU BoA, 
3.303. E,. £i 4pB 日 BoC, 则 4pC， 

具有 性 质 E, 的 关系 称 为 反射 的 ; 共有 性 质 Е, 的 关系 称 
为 对 称 的 ; 具有 性 质 Е. 的 关系 称 为 可 传递 的 . 例如 包含 关系 
是 反射 的 和 可 传递 的 ,但 不 是 对 称 的 ; ”互补 ”关系 是 对 称 的 ， 
因为 由 4 = B'E B = A, 但 不 是 反射 的 或 可 传递 的 . 

一 个 等 价 关 系 2 称 为 合同 关系 ， 如 末 p 除 具 有 等 价 性 质 
E,, E,, EN UG ТЕД 
3.31. С,: Ж A4pB, 则 对 于 一 切 C 都 有 

(АП C)eCB N C), 

3.32. С,. 若 ApoB, М] A" oB', 

E 2 是 合同 关系 ,而 且 АрВ, ШЖ 4, B 是 合同 的 . 
3.33. 合同 关系 把 元 素 的 集合 分 成 没有 公共 成 员 的 子 集合 . 
AJER {4} 表示 合同 于 4 的 元 素 的 集合 , 并 假设 (A) 与 
{В} 有 一 个 公共 的 成 员 。 JA C 是 这 个 公共 的 成 员 , ША 合同 
T c, Есет В, Ct E; ) 故 4 合同 于 B， 因 此 合同 于 
{8) 的 任意 成 员 ,这 就 证 明了 48} C4144}); 同 理 , (43 C {В}; 
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因此 {4} = {В}. ХА, 或 者 LA) 与 {18} 没有 公共 元 素 , 或 
考 它 们 相互 重合 ， 
3.34. 我 们 来 定义 一 个 以 《44}, {В}, +++ 为 元 索 的 布尔 代数 . 
我 们 首先 注意 , 若 CeE (al B De (B), W 
(сп р)є{А П Ві; 
因为 根据 С, Н CoA 9 (C П D)oCA П D), XH DpB 有 
(4 ñ D)pCA П В), МИН EACC П р) є{4 П В}. A 
38,25 C e (Ay, MJ CoA, 因而 C'oA4', ВИА С'є{4'}, 
我 们 定义 

{4} (B) = (4 N B) 

及 
(AY = (AT 

由 于 以 上 的 证 明 , 集合 {АП B) 与 集合 人 CC n D) lbs 
C, D Zr BI {4} M(B) 的 任意 成 员 ; NXE A 1) 与 集合 
{С} 重合 ， 此 处 C 是 {41 的 任意 成 员 ， 基 此 前 面 的 交 和 补 
的 定义 就 与 定义 中 集合 {4} 及 集合 {В} 的 代表 的 选择 无 
> f. 
3.341. 为 了 证 明 我 们 所 定义 的 元 案 集 合 构成 一 个 布尔 代数 ， 
我 们 必须 证 明 公 理 能 被 满足 。 


对 于 交换 律 我 们 有 | 
{A} N {В} = {АПВ} = {ВП 4} = (By n {4}; 
ХРЕН 
{лүп ЦВ} П {С} = {4} n (B c) 
—(4n Bc), 
ЦА} ПВП {С} ={АПВ}П {С} 
= íA r! B n C). 
УЗ С, 


{дуп {BY = {С} n cy, 
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出 | 
{a N By = {СПС} = {0}, 
因而 4 N 3 合同 于 0, 由 此 取 补 就 有 : 


A'U B 合同 于 1， 
A CL U В)П А 合同 于 1 个 A, 从 而 

A B 合同 于 44， 
Ж {АП B} = {4}, 
由 此 我 们 得 到 所 需要 的 结论 

(4) N {B} = (A). 
RZA 

{а} N {8} = {4}, 
Wi 


[A N B} = {4}, 
外 4 合同 于 4 П B. Am 4 NA B' 合同 于 
AD B(1B'-A4f1020-—chc', 


BD 
{АПВ} (cnc, 
Ж 
(43 n LBY = (ci ñ (CT. 
证 毕 . | 


3.35. 由 4 到 {4} 上 的 映射 是 一 个 同 态 ,因为 
ANB—{A4NB}= íA) N {В}, 
H 
A! — (4) = (AY. 


3.36. 反之 , 一 个 布尔 代数 .ez 到 一 个 布尔 代数 o * ЕК 
SAE .ex 的 元 素 之 间 的 一 个 合同 关系 ; 我们 根据 如 下 条 件 
来 定义 这 个 关系 o: 对 于 .ex 的 任意 两 个 元 素 4, В, АНІ 
当 4 及 8 映射 到 .wx* 的 同一 元 素 上 时 ЧрВ, WEWER ex 


эчт, 
ПАН, ы а A MK 


一 个 合同 关系 。 当 然 2 是 一 个 等 价 关 系 ; 尚 顷 证 明 的 仅仅 是 ， 
# A, В ERIS]. 的 同一 元 素 上 , ӘУРЕ С, АП С 
AI B N C Ab ESSE ez ”的 同一 元 素 上 ， 而 且 4^ fH B' {Ж 
射 到 .ex 的 同一 元 素 上 。 
Q A4* Ж A Е.а" ЛЫЖ, C* ЖЕ C XE ov НЮ 
82, Д] 
Añ Сә A4*(c*, ВП Сә А* Г\ С*, 


因此 
(АП C)eCB П C), 

fu И. 
4'— A", B'— А*, 

因此 


A'oB'. 

这 就 证 明了 关系 о 是 一 个 合同 关系 *. 

3.37. WẸ (A) AEN SI] Lez * 的 同一 元 素 4* 上 的 元 素 4 的 
集合 (因此 4) 是 与 4 有 关系 2 的 元 素 的 集合 )， 则 {41 与 
A* 之 则 的 关系 是 一 个 同 构 。 这 是 因为 4* 作为 集合 (A) 的 
任何 成 员 的 映 象 是 唯一 确定 的 ,反之 ,对 于 给 定 的 4*, 集合 
{4} 作为 Z 的 映射 到 4* 上 的 所 有 元 素 的 集合 ， 也 是 唯一 
确定 的 ,而 且 

{4} N (B) = (4 ñ B) — A* NB*, 
{4Y = (A) <> a", 

3.38. AR. 到 布尔 代数 .ez* ЕН, {U}, {и} 分 别 
是 .ez 的 元 素 的 集合 , 其 中 UU 由 .ez 的 所 有 映射 到 wr* 中 的 
20* ЕР, Hü V Wüpi .ex 的 所 有 映射 到 .ar* 中 
的 单位 1* 上 的 元 素 所 构成 , 则 (UJ, (V) 分 别 包含 -or 的 零 


” 原 书 误 为 等 价 关系 ， 一 一 译 者 注 
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4 及 单位 1。 
因为 ,了 一 也 人 1, 因此 如 果 E* 1, W) 
үй 1-—->1*П Е*, V— 1, 


因此 
Е* = 1*[\ Е* = 1*, 
这 就 证 明了 1 3€ RA EU 1" Е. 
出 此 得 
О r>”, 
zu 
0 — 0*. 


3.39. TE P -oz EHRE R, (U), (V) 分 别 是 由 
-ez ТАЯТ oe * КУЗ? 07" 和 单位 1" 的 元 素 所 构成 的 集 
E, 且 设 4 映射 到 A* |, 则 集合 {4} Zt AI (UJ 中 的 任 
一 成 员 取 对 称 差 所 得 的 元 素 的 集合 ， 同 样 也 是 由 取 4 和 {Y} 
中 任 一 成 员 的 又 而 得 到 的 元 素 的 集合 . 
我 们 首先 注意 着 4 一 4* 且 B->8*, 则 
4 + B — A* + B*, 
4х В э A* x В*, 
这 是 因为 
A+ B= (A U B> ПСА U B^) 
-> (A4* U B*) (1 CA" U B*') = A* + В*; 
从 而 
A X В-> A* х B*, 
# RKÆ (U) BERA, IU КЕЙ} 0* Е, П 
A + K — A* + 0* = A*, 
IÉ A+ K ST (A); RZ, £ BERS (A) 的 任 一 成 员 , W 
A 


В = (А+ 4) +В = AÁ + (d + В) 


和 

A + B — A* + A* = 0*, 
因此 4 + B 属于 (U), 从 而 8 是 4 及 (QU) 的 一 个 成 员 的 对 
EN. 

同样 地 , Ж LAE (V) 的 任 一 元 素 , WIL Ө 1* Е, 因 

pul 

AX L — A* x 1* = А*, 
m 4 X L Тая; 反之 , 若 8 是 {4} 的 任 一 成 员 , 则 因为 

B = (A X A) X B = А4 X (A X B) 

及 

A X B — А* x А* = 1*, 
因此 4 x B ET {У}, E BE ATI IV) 的 一 个 成 员 的 又 。 


3.4. 公理 的 独立 性 


我 们 证 明 公 理 3.01, 3.02, 3.03, 3.04 的 独立 性 来 结束 本 
ж. 前 三 公理 的 独立 性 的 证 明 是 容易 的 , 但 第 四 公理 的 独立 
性 则 相当 难 证 ， 
3.41. 为 了 证 明 公 理 3.01 的 独立 性 , 我 们 考虑 三 个 元 素 0, 1, 
a 的 一 个 代数 ,并 且 交 和 补 的 关系 由 下 表 定 义 : 


因为 1 从 a 一 1, 但 4 们 1 = а, В 3.01 不 成 立 ，3.02 的 
验证 需要 检验 27 个 如 下 的 等 式 : 
0о{\(1С a2 = (0 (1) 12 Йе, 
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我 们 把 它们 的 验证 略 去 了 . 


РЕЖ < (x 是 0, 1 或 x), 我 们 可 以 看 到 ， 
х[\х == 0, 
而 且 仅 当 * 和 ?之 中 有 一 个 是 0 时 ， 
x(1y = 0. 
AEE «Пу = ОЕ, RATÉ < == 0 E y = 1, a; Ж х = 0, 
И] Ny = x; Ж y = 1, W] =П1=х; Ж y = a, MB Na 


一 x， 这 就 证 明了 3.03 EX Yr. 


ЯК, ЖЕ «Йу = x, 则 或 是 


x == 0， 在 这 种 情况 下 «Пу 一 0; 或 是 xz 一 1 y= 1 а, 
Бу = 0 H хПу = 0; 或 是 xz 一 ay 一 上 或 ac。 此 时 念 
9 у = 0, 这 就 证 明了 3.04 成 立 ， 


3.42. ВВ 


П | 本 | ге 


c Š я € 


我 们 可 以 证 明 3.02 的 独立 性 。 


因而 3.01 成 立 。 但 是 


#' == 4 
b = e 


€ == b 


TUI GOES ЕВЕ, 


а (Пе) = «fla = а, 
(аПё) Пс = efle = с, 


RRHH 3.02 被 破坏 了 。 我们 有 


alló = с, ale = b, б[\с = a, 


又 
ala =a, РПЬ = b, cfle c, 
ifa E. 
аа = bb = с[\с' = a, 
由 此 容易 证 明 3.03 及 3.04 руу. 


— п рыл ан нр ЭК ев 
н tt аана: t 
ee 
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3.43. 对 于 公理 3.03, {НЕ ШЖ 


因为 对 于 交 的 表 只 不 过 是 一 个 乘法 表 ， 记 凡 3.01, 3.02 S 
ARA. 显然 Of 0 = 111 = 0. УК, ШЕ х= 0 或 
zw y = 1, №] xfly = х, ПЕРОМ PEDE хПу = 0, 
这 就 证 明 3.04 pe yr. {Н 3.03 却 不 成 立 , 因为 

100 = 010”, 


100 = 0, 

3.44. 为 了 证 明 第 四 公理 的 独立 性 ,我 们 考虑 数 集合 的 一 个 代 
Ж. 我 们 用 [a] 表示 大 于 或 者 等 于 4 的 一 切 数 * a, а + 1, 
a +2,.-- 5. 在 所 作 的 代数 中 ， 每 个 集合 4 是 一 个 集 
合 [a] 及 一 个 小 于 a 一 1 的 数 的 有 限 集 合 oC4) 的 并 ( 若 a = 1 
或 2 时 , 则 ok4) 为 零 ). 我 们 取 全 体 这 样 的 集合 作为 此 代数 的 
ж. 其 单位 是 一 切 数 1!，2，3,.… 的 集合 ， 而 图 则 是 空 集 
合 **。 RIAT) 表示 小 于 或 等 于 a 一 1 但 不 是 o(4) 的 成 
员 的 数 的 集合 ， 又 定义 4 的 补 集 为 《A4)ULa +1]. 例如 ， 
# A=1,3, 6, 7, 8,--- WH о(А) = 1, 35 z( A) = 2, 4, 5; 
4 =2,4,5,7, 8, 9,-.-. 两 个 元 素 4 和 8B 的 交集 仍 指 集 
合 4,8 的 公共 部 分 ,这 当然 是 同一 组 集合 的 一 个 成 员 ， 例 如 

А == 1, 3, 6, 7, 8, 9,-- °, 

В == 3, 5, 6, 11, 12, 13, .••, 


* Ж ИТА 3 SIR А тА. — ЖАН | 
ex 在 验证 3.0 中 各 公理 的 独立 性 时 ， 并 没有 必要 考 感 单位 及 零 ， 一 一 译 
Au | 
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一 


则 
АГ B=3, 6,11, 12, 13, ***, 


显然 ,因为 

А = 064) U [a] 
及 

B = o(B) U [b], 
我 们 有 


А N B = (o( A) П cCB)TY Ц {о(4) N [51} 
U {oCB) N lal} U {fal N E21), 
因为 o( AD fi oC B) 都 是 有 限 集 合 ,因此 
с(А) П o( B), о(4) N [>], «Ву П [а] 
也 是 有 限 集合 ,它们 的 成 员 中 没有 一 个 是 大 于 4 一 2 和 4 一 2 
中 的 较 大 者 的 ; 至 于 [a] N [2] 则 庄 大 于 或 等 于 4 与 5 中 较 
大 者 的 一 切 数 所 组 成 ,这 就 证 明 4 П B 是 这 个 代数 的 一 个 元 
Ж. 
因为 交 恰 是 集合 交 , 公理 3.01, 3.02 自然 能 被 满足 。 Т 

面 的 例子 

А=1, 4,5, 6, ++, B=1,2,4,5,6,..., 

Ап B= A, B' = 3, 5, 6, ** ° 

Añ B = 5, 6,7, *** 
及 

C 一 1,3, 4,5，6,.….，C' 一 2,4,5，6，.。 

СПС = 4, 5, 6, -.. 
表明 公理 3.04 不 成 立 ( 对 于 一 切 集 合 C 来 说 , C 站 С 并 不 相 
同 ,这 一 事实 足以 表明 3.04 Ж). 

还 镜 下 证 明 公 理 3.2 能 被 满足 。 我 们 首先 注意 对 于 任何 
集合 C = o(C) U 11, 因为 elC) Г (€) = 0, olC) П 
le +1]=0 В (С) П [a] = 0, KE = 
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СПС” == [e + 1]. 
我 们 看 在 a, b 之 间 必 须 存 在 什么 关系 才能 使 
АПВ’ = СПС’ 
RM, 首先 我 们 证 明 , 如 果 a > 2, 且 对 于 某 个 C 来 说 ,有 
АП В’ = СПС’, 
BW о(ЛА)СВ, 
SANB'=[c +1]. 因为 B 不 包含 5, 而 АПВ’ Ж 
一 列 数 x Z c 十 1， 因 此 АПВ Kt JN T 的 数 ; 于 是 
者 o(A) 包含 一 个 小 于 5& 的 数 , 那 末 它 必 属于 осв), 这 是 因 
为 它 不 在 8B 中 *。 又 因 A4 不 包含 a —1, 因此 АПВ’ 不 包含 
a 一 1， 从 而 不 包含 任何 小 于 a ПЖ, 因此 c( A) 的 成 员 都 不 
属于 В’, НХ oC A) 中 的 每 个 数 均 属 于 互 。 于 是 若 a 之 4 而 且 
АПВ’ = СПС", H 
e(4)C B ТА 14]С[^]СВ, 


d 一 e(A)U[«1C B, 


故 


从 而 

АПВ = 4 
但 若 a < b, Ир — 1 BEET B XET A, ПОЕТ ADB. 
然而 5 本身 却 不 属于 4 门 B'"， 这 就 证 明了 АПВ’ 不 是 数列 
с, 5 十 1,c 十 2,.…*, 因此 对 于 任何 C 来 说 , 它 不 是 CNC. 
这 就 完全 证 明了 : ”如果 对 于 某 个 C 来 说 4n3 = СПС, 
АПВ = A. 


sJ Ш 


由 下 列 公 理 A1—A7 推导 习题 1—40 各 结果 : 
* 这 句 话 (从 第 7 行 “ 因 为 ?开始 ) 是 多 余 的 。 一 一 译 者 注 
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ШУ, ВА = B, W A U C = B Uü C, 
A2. 天 对 于 补 运算 是 插 闭 的 , 且 若 4 一 了 М 2' —В', 
АЗ. AU B= B U A, 
A4. (A U В) О C =A U (B U С), 
A5. À U A = A, 
A6. (Z U В) U СА U BY = A. 
A7. Af) B = (A' U B”. 


. (АГ ВУ\) (АГ B) = A. 
. 4 U А = А’ A”. 
А” = A. 

A Ú A = B U B. 

. 定义 1 一 4Ud4 证 明 1 XEPE— BOE B. 1 = .4' Ú A. 
. 定义 0 一 1 ,证 明 0 是 唯一 的 。 
Xi А’ = B', WU 4 = B. 

0 U 4 = А, 

A Y 1= А, 

АПА = 0. 
.АПВ=ВПА. 


€ 06 м соул у> ш N = 


нә а 
m © 


12. CAN B)1 c= A CB П C). 

13. A U B = CA' П В’. 

14. АПА = A, 

15. À U 1 = 1, 

16. 4 П 0 = 0, 

17. A U (АП B) = А, 

18. A ñ (4 U B) = 4, 

19. Ж А’) B = B' Ú A= 1, А = B, 


20. FA U B =1 H 4N B = 0, WA = B. 


21. A N B ñ c 与 用 补 代 赫 其 中 的 一 项 、 两 项 或 三 项 所 
得 到 的 各 式 之 并 等 于 1, 
22. ЖО, V 是 21 题 中 的 由 4 N B ñ С 所 得 到 的 任何 
两 个 式 子 , 则 UU ñ V = 0. 
23. (АГ B) U (A ñ с) = (A Qn B ñ C) 
UCAD Bü1C)UCAQ B' С). 
24. [A Y (B ÜU C)]) = (A ñ B' ñ C^) 
UG ñ Br cyU(A ñ Bn c») 
иса ПВ’ пс) СА n B' Г С°. 
25. CAN B> U (A С C) U [A ñ CB U c>) = 1, 
26. (АП py U (АП СИП 4 CB U C)) = 0. 
27. АП (B U С) = (d ñ B) U (¿d ñ C). 
28. 4А U (B П С) = (A U B> П (AU С), 
29. # AU B = B, ШАП B = 4; НИМИ. 
30. Æ 4 U B = B, ША U B = 1; HETE. 
31. ⁄ A U B = B, ШАП В = 0; НИЖЕ. 
32. 我 们 定义 ACB ZNT AD B' = 0, 给 出 三 个 其 它 
的 等 价 形式 ， 
33， 若 并 和 补 适 合 下 表 , 证明 所 有 公理 除 A3 处 均 能 被 元 
Ж 0, 1, 2, 3, 4, 5 ЈЕ, 


иъиьно| с 
машыне © 
инныны| м 
еен 
- һына |а 
arsusa v 


e $0 * 


34. 证 明 由 下 表 给 出 的 系统 满足 A4 以 外 的 所 有 公理 ， 


0 2 ajs]? 
0 2 415 [1 
1 1 1 110 
2 2 1 1 3 
3 1 11112 
4 1 4 |115 
5 1 1 514 


37. 证 明 方 程 
Х+У = 4 + В 
的 一 般 解 是 X= 一 4 十 U, Y = B + U, 此 处 U0U 是 任意 的 ， 
38. 求 出 下 列 方程 的 一 般 解 : 
(1) XXY-—Ax B, 
(2) c n x = c rn Y, 
C3) 4 f) X = 0, 
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зо. 证 明 方 程 
AUX=B 
当 目 仅 当 4 C B 时 ,有 一 个 解 ; 且 当 这 个 条 件 满足 时 ,证 明 其 
一 般 解 是 
X = (U U 4) П B. 
40. 求 出 方程 
АТХ = В 
有 解 的 条 件 , 且 当 这 条 件 被 满足 时 , 求 出 其 一 般 解 。 
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第 四 章 语句 逻辑 


40. 语句 代数 


在 本 便 中 我 们 首先 证 明 布 尔 代 数 也 是 语 名 代数。 如 果 
A, 也 是 集合 , 则 我 们 知道 

HHNH “rede B” Е}, “x € A U B”. 

Н (у “re A Н хє B”, x€ À П В”, 

HERH “r € A” (RD x 不 属于 4) BJ, “x € A. 

FE, 如 果 我 们 用 4, В АН < € A, x € B, W| “4 Ц B” 
аР “A BR В”, “АП B” 等 价 于 “4 与 B”, 而 “A4” 则 等 
价 于 非 4”。 因 为 x € 0 对 于 每 个 * 都 是 假 的 ,故我 们 用 0 来 
代替 一 个 永 假 语句 ;反之 ,因为 xE1 对 每 个 x ВАУ, К 
1 来 代替 一 个 永 真 语 甸 。 一 个 证 明 过 和 的 公式 ,如 “AUA4 一 二 
现在 读 作 “4 或 非 4 是 永 真 的 Tu 404 = 0” 则 读 作 “4 
与 非 4 EKER”. 

在 这 个 解释 中 我 们 也 可 以 找到 包含 符号 的 应 用 ， 因 为 当 
HNK A ОВ=1 AC В, ЖАПЕ AC B Ка А 
“JEAN В”; {НУ НХ 24 ЕЛ YG < € B ACR, ЩЕ 
实 上 我 们 是 在 容许 自已 用 “4 C В” ЖА UA 蕴涵 В”. 这 
样 , 当 且 仅 当 “8 АНН 4” №, “ A а В”. 

4.01. 2.74 节 中 的 结果 现在 可 以 改 述 成 : 一 个 语句 (由 语句 变 
元 用 与”, “或 ”及 非 Ж үл ЖЕ) EKAN, 当 且 仅 当 它 对 
于 用 真 或 假 语句 1, о 对 它 的 变 元 所 作 的 每 一 代 换 为 真 . 

4.02. 在 2.74. 节 中 所 给 出 的 检验 可 证 明 性 的 表格 方法 在 语句 
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УЧИ. ИГ 
AD BD (AU В) =0, 
RMA FR: 


A B AUB | CAUBY | ANB (Añ BD Ç CAU BD 


Lnd a а ЕУ apana | —w rr | — 


= о о о 
ообо © 


在 前 面 两 列 中 我 们 写 上 А, В 的 四 对 值 ,并 在 以 下 各 列 的 每 一 
行 中 ,我 们 号 上 当 A, B 取 该 行 中 的 值 时 列 的 顶部 的 式 子 所 取 
的 值 。 最 后 一 列表 明 语 名 (4 П B) C (4 U В) 是 有 效 的 . 
作为 另 一 个 例子 ,我 们 著 虑 语句 

(а U B UCAU C UCB U C) — 1, 
因为 共有 8 个 A, В, C 的 值 的 三 元 组 , 故 现在 真 值 表 包含 


22811. 
4 В C А CA'UB) | CAUC | BUC 
0 0 0 1 1 0 1 0 1 
0 0 1 1 1 0 0 1 1 
0 1 0 1 1 0 1 1 1 
0 1 1 1 1 © 0 1 1 
1 Ü g 0 D H 0 0 1 
1 0 1 0 0 1 0 1 1 
1 1 0 0 1 0 0 1 1 
| 1 1 0 1 0 0 1 1 
在 最 后 一 列 中 我 们 写 上 


(ао BY U (A U C) U (B U C) 
的 值 ,在 每 一 行 中 这 个 值 都 是 1, 这 就 证 明了 “(4 AM В) М 
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йй [CC R 4) 08 CC 或 8)]” 是 永 真 的 . 
41. 初始 语句 (公理 ) 及 推理 法 则 


单纯 通过 把 并 、 交 与 补 读 作 析 取 (或 )、 合 取 С-Б) 和 否定 
《 非 ) 来 重复 前 几 章 的 工作 当然 是 乏味 的 。 然 而 我 们 可 以 给 出 
语句 逻辑 的 一 个 相当 不 同 的 说 明 ， 在 其 中 元 素 0 与 1 并 不 起 
作用， 而 我 们 从 某 些 初始 语 名 及 某 些 变换 法 则 《〈 称 为 推理 法 
则 ) 导 出 永 真 语句 的 集合 . 

为 了 强调 这 种 新 的 观点 ， 我 们 用 小 写 斜 体 字母 表示 语句 
变 元 ， Ни V, &, —, > CIR ERR, 38 ЗЕ А) ЖА 
U, n, ,, 

Буена 列 语句 作为 初始 语句 (公理 7: 
4.11. (рМ p) — p, 
4.12. p — (p V a), 
4.13. (p V q4)— (а V p>, 
4.14. (р— 4) > [Cr V р) — (r V 421. 
тт, Io Eb 2 Q8 3E E 2 ЗН, p — ç 只 不 过 
ЖЕ: —р V 4 的 一 种 简写 ， 虽 然 我 们 分 别 把 “V”， 一 ” 读 
作 “ 或 ?"“ 非 ”, 但 除了 就 公理 本 身 而 言 可 以 考虑 给 予 这 些 符 号 
一 种 意义 以 外 ,这 并 不 意味 着 符号 VO, 9 具有 指定 给 他 们 
的 意义 。 语 句 由 语句 变 元 构成 , 这 样 , Р 是 一 个 语句 , ШЖ 
Р, 8 是 语句 , 则 —P, P V Q 也 是 语句 。 注 意 这 里 大 写字 母 的 
H.P, 0 本 身 不 是 语句 ,而 是 用 来 代替 语句 的 。 在 这 整 章 中 
我 们 将 坚持 这 一 约定 。 为 了 进一步 构造 由 这 些 公理 可 证 明 的 
语句 ,我 们 有 两 个 变换 或 推理 法 则 : 

如 果 在 一 个 可 证 明 的 语句 中 包含 一 个 变 元 p, 则 用 一 个 
语句 来 代替 p 所 得 到 的 语句 也 是 一 个 可 证 明 的 语句 ， 我 们 称 
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这 个 法 则 为 代 换 (substitution) 法 则 . 
ЕР, P — Q 都 是 可 证 明 的 语句 ， 则 包 也 是 可 证 明 
的 语句 . 这 个 法 则 可 以 叫做 分 离 Cdetachment) Е. 
例如 将 公理 4.12 中 的 4 写成 上 V —а 我 们 得 到 可 证 明 
的 语句 | 
pc {РУ (p V a). 


我 们 首先 注意 ,如 果 将 V SIE U ,将 一 写作 ', 则 当 我 们 
按 所 有 可 能 方法 用 0, 工 来 代替 变 元 时 ,所 有 公理 仅 取 值 1. 这 
样 
4.11. 式 变 成 人 P U р’ Чр=р U p = 1; 

4.12, AERE PU Ча) = 1 U q=1; 

4.13. ZEE (p U 4) U (q ЈР) = (р U 4)' (Фа) = 1; 
В. 

4.14. RER Cp" Ug" UC U py Ч (r U а), 如 我 们 已 经 
证 明 的 ,这 个 式 子 的 值 为 1， 

这 样 ,各 公理 仅 取 值 1. 这 个 取 常 值 的 性 质 在 代 柳 下 当然 
保持 ,因为 如 果 基 个 包含 一 个 变 元 P 的 语 甸 ,不 论 ? 取 值 0 或 
1 时 , 公 取 值 1, WARAH PRE 所 得 到 的 语句 必定 仍 
然 仅 取 值 1。 最 后 我 们 注意 ,如 果 P 了 及 PP 一 9 两 者 都 等 于 1， 
则 9 等 于 1, 251-»0==1'\)0=0\)0=0. 

我 们 已 经 证 明 ， 所 有 从 公理 运用 推理 法 则 导出 的 语句 仅 
取信 1， 反之 ， 我 们 还 可 证 明 每 个 仅 取 信 1 的 布尔 表达 式 
( 即 每 一 个 永 真 语句 ) 都 可 由 公理 4.11 一 4.14 导出 , 故 这 些 公 
理 对 于 真 值 表 是 完备 的 。 我 们 首先 概括 地 给 出 证 明 , ARTI 
充 其 细 节 。 


VE mo 


w- 


т P AF v F т 
Гл 


证 明 的 必要 步 允 是: 我 们 首先 证 明 ， 当 且 仅 当 忆 及 2 都 
可 证 明 时 P | Q 是 可 证 明 的 ; 如 条 P 是 可 证 明 的 ， 则 КУР 
V S 也 是 可 证 明 的 ; P V 一 P 是 可 证 明 的 ; 当 且 仅 当 我 们 能 证 
明 一 个 语句 的 标准 形式 

D, & D;=& ··· D, 

《其 中 每 一 个 D, 是 变 元 或 否定 变 元 的 析 取 7 时 , 这 个 语句 是 可 
证 明 的 ， 然 后 我 们 证 明永 真 语句 SS 具有 永 真 的 标准 形式 ， 
而 这 标准 形式 在 其 每 一 析 取 D, 中 必定 包含 基 个 对 p Vor, 
由 此 得 到 每 个 D; 是 可 证 明 的 , 故 它 们 的 合 取 是 可 证 明 的 ， 从 
而 最 后 5S 是 可 证 明 的 ， 


е 


4.3. ЧЧ 3 Е 


由 公理 4.14, 用 一 + К, 我 们 得 到 
(р—>а) — [(r — p) — (r — 22], 
由 此 再 进行 代 换 就 有 
4.31. (О — R) — [(P 0) — (P — R)]. 
因此 得 知 ,由 PP 一 9 及 0 > R ПД Е ЩР- R. 这 是 因 
为 由 0 —> КМ 4.31, 根据 分 离 法 则 我 们 推 得 
(P— О)->(Р-> К), 
FEH P 0 并 再 次 利用 分 离 法 则 即 可 推 得 PP 一 R, 
4.32. 为 了 表示 语 甸 8 可 由 语句 已, Po +++, Ps 推出 这 一 事 
实 , 我 们 将 号 为 
P, P;, +, P, F О, 
如 果 9 仅 从 公理 可 以 推出 (由 8 是 可 证 明 的 ),、 则 我 们 写 为 
но. 
因此 我 们 刚才 已 经 证 明 
4.33. P— 0, Оэ RF-P—R, 


. $7 。 


ЕН 4.13, 根据 代 换 法 则 ,我 们 有 


(PV 0) — (0 VP); 
由 此 ,根据 分 离 法 则 ,由 PV О 我 们 可 以 推出 OVP, BD 
4.34. (PVO) F (OVP). 


因为 由 4.12, 4.13 有 Q — (QV —P) > (—P V 0)*, d 
我 们 有 


4.341. Qc(P-—0O). 
ЕН 4.14 及 分 离 法 则 ,我 们 又 有 
4.35. Р» QF(RVP) — (R V O). 


TÆ, ЕН 4.34, 4.35 我 们 由 P 一 0 导出 
(PVR) 一 (RVP)，(RVD 一 (人 RVO)， 
(RV9)— CQ V R) 


Heh 4.33 有 
(PV R) > (O V R), 
于 是 我 们 就 证 明了 | 
4.36. P—Or(PVR)-(QV R). 
同 理 我 们 可 以 证 明 
4.261. P— 0, R—S-PVR—OVS 
IF P> 0 g PVR— 0 V R, Xi R —S 8 0 V R — 
Q V Š. 
现在 我 们 容易 证 明 
4.37. p p. 
因为 由 4.12 有 рә (ФУР, ХНА (NB) > p F 
是 由 4.33 有 


" P — Ps 
| | —р\/ Р» 
X Hp 4.34, 
* АВС 型 的 式 子 表示 两 个 可 证 明 的 语句 Ав 及 ВС, AFA, — 
RAE 
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q 3 1. 


p V o. 
用 一 fü ë ”我 们 有 


一 一 户 V фр, 
因此 ,由 4.34 有 

—p V ——р, 
Bn 
4.38. p nnp, 
X H 一 上 代替 p 得 


=p > ——-p, 
又 由 公理 4.14 有 
(=p > 一 一 一 四 > [(p V фр > (p V ——-=р)], 
由 此 根据 分 离 法 则 有 
(p V —p) — (p V ———р), 


又 再 利用 分 离 法 则 ,由 4.37 有 

p V p. 
因此 

“nnp V р, 
即 


тре» P. 


这 样 我 们 就 同时 证 明了 p 一 一 一 p 及 一 一 p 一 р, 
4.4， 符 号 ө 


WEP, О 是 两 个 这 样 的 语句 , BS P— 0, 0 一 两 者 
都 是 可 证 明 的 , 则 我 们 说 Р, О 是 等 价 的 ,并 写 为 
О ро о 
如 果 Р <> 0, 则 当然 有 0 — P, 这 是 因为 其 中 的 每 一 个 
都 代表 P-> 8 及 9 — P， 如 果 P —— Q 而 且 P 是 可 证 明 的 ， 
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则 9 也 把 可 证 明 的 ,这 是 因为 8 可 由 P 了 及 P -> 0 得 到 。 
于 是 ,特别 有 
4.41. р <> —-—f. 
4.42. pH 4.35 吉 控 可 得 

P <—— ОБСЕ V P) — (Е V 0), 
ЕН 4.36 有 

P — 0 F (P V R) — (OV Е), 
又 由 4.361 有 

P — 0, R<—— ЕР V В — 0 V S, 
下 一 步 我 们 证 明 


4.43. (p — 4) > (~q > >p). 
因为 ,由 
q 一 一 一 9 

及 4.35 我 们 推出 

(~e Ма) > Ср V 一 一 4)， 
于 是 由 4.34 Ж 

(—p V 4) 一 《一 一 9 У —р), 
BD 

(p—>4q)— Cga > —b), ` 
由 此 

4.44. (P 一 DO)FH( 一 2 一 一 P)， 
及 
4.45. (Р < 一 ” 0O)F《 一 P < 一 —0). 


”如 果 s^ 是 包含 P 的 任 一 个 语句 , 且 如 果 P< 一 "OO, 则 
(Р) — S (0). 
因为 由 4.42, 4.45 可 知 , 在 作 析 取 与 否定 时 , 等 价 关系 是 保持 
85, 故 当 我 们 分 别 由 P 与 8 平行 地 建立 Sr(P) 5 Sr CO) H, 
等 价 关 系 也 是 保持 的 。 
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例如 ,考虑 语句 


我 们 有 
Р <— 0, 
R V P <—— R V 0, 
(R V P) V $ <> (RV Q) V 5, 
最 后 


一 ICRVPV3 «= — [СЕ У 0) У 5], 
作为 另 一 个 例子 ,我 们 取 语 名 
(P V R) N — (5 V —P), 


我 们 同时 建立 这 个 语句 的 两 个 部 分 
Р < 一 >” О, P — О, 
P V R — 0 V Р, —Р — —0, 


S V —P < 5 V —0, 
— ($ V —Р) «— — ($ V —0). 
РАЕН 4.42 有 
(P V R) V — ($ V —Р) — (Q V R) V — G V =g). 
特别 地 ,由 4.41, 我 们 有 
& (p) < Sp), 


4.5. Ж 号 & 


我 们 引入 
P < О 
作为 一 《一 PY —0) 的 一 种 简写 。 
因为 
=P V 一 8 —— —Q V 一 P， 
所 以 
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即 


4.51. 
因为 


Рк О — О &Р, 
4-Р, В >РЕСА V В) P. 


А-»РРАМВ-э Р VB, 
В > PF P V B—P V P, 


又 因为 (由 4.11)P V P — P, ЖП 4.51. 


4.52. P— 4, P> Br P — (As В), 
因为 
Р>АК—А->—Р, 
Р — В -=B — —P, 
又 由 4.51 
=A 一 —P, —B-— —Prt(—4V —В)->—Р 
E 
(—4 V В) — —P —— P — (A к В), 
4.53. pP V (Q V R) — О V (P V Е). 
因为 
В + R V P— P V R, 
故 
Q V R —?Q V (P V R); 
此 外 
Р->Р\/ R—(P V R) V 0 — 9 V (P V R), 
BA CH 4.51) 
4.531. P V (ОУ R)— 9 V (P V к); 
ЖАР, 0% 
4.532. Q V (P V R)—P V (9 V R); 


EH 4.531 及 4.532 我 们 即 得 4.53。 
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Hi 4.53 我 们 可 以 导出 析 取 的 结合 律 , 因为 我 们 有 
Q V R—R V O, 
改 
P V (0 V R)—P V (R V O) 
及 
Р\/ (к \ О)->К \/ (РҮ о)-— (P V O) V R 
这 就 证 明了 
4.54. РУ (9 V Е) > (P V O) V К. 
因此 
КУ (9 УР) > (Е V 0) V P 
— (Q V R) V P—ƏP V (QVR); 
但 
| (NO V R—(Q V P>V R—R V (0 МР), 
改 
(PV 0) V R—P V (OV R) 
由 此 
4.55. P V (0 V R) — (P V O) V Р, 
在 4.55 中 用 —P, —Q, 一 R КР, О, В, 我 们 有 
—Р V (~o V —R) => (—P V —0) М —К, 
在 这 个 等 价 关系 的 两 边 取 否 定 , 即 得 
4.56. P&(O&R) <> (Рао) кР 
这 就 是 合 取 的 结合 律 . 
因为 ,由 4.55 有 
一 PV [~Q V (P< 0)] < (—P V —0)У (Ра 0) 
又 因为 Pg 0 代表 一 (一 PV 一 0), МЫ CP V —9) V 
(P&Q) 可 由 pV 一 p 导出 ,因此 
~P УЕ —Q V (Pe& 0)] 
是 可 证 明 的 , BD 
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4.57. P— [О > (Р&О)] 
是 可 证 朋 的 。 由 此 有 
4.511. P,OF-P&O, 
RZ, (Ра О)->Р, 因为 
(рМ —Q) V p<—— (—O0 V 一 P) V P 
<>» —0 V CAP V P), 
而 一 V (一 PV 了) 可 由 4.37 及 公理 4.12, 4.13 得 到 . 
下 面 的 等 价 关系 
4.572. O — (P — R) —— (P < 0) — R — P — (Q > R) 
也 十 绑 合 律 的 直接 推论 ,因为 它们 可 以 写成 如 下 形式 
=O V LP V R) «> (— P V —Q@) V R 
< 一 —P V (—Q V К), 
现在 我 们 来 看 分 配 律 . 
4.58. [P V (О& Е)] >= [СРУ О)&(Р\/ R)I. 
我 们 有 
Ox RỌ, O&R-—R, 
Ж . 
PV (09&#R)—>P V Q, РУ (Ок Е) РУ R, 
由 此 得 | 
[P V (QO& R)] > [CP V О) & (P V R)]. 
在 证 明 4.58 之 逆 以 前 ,我 们 先 证 明 
4.581. P— (Q— К) (4 V P) э (C4 V 0)— (A V R)]. 
由 公理 4.14 有 
(Q— Е) > [(A V 0) > (AV R)] 
及 | 
A— À V R, 
НҢ 4.341 有 
(4 V 092) > [A — (AN к)], 
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РАН, ЕН 4.572 有 
A— [(A V Q) —(AN R2], 

因此 我 们 从 P 一 《9 > R) 导出 

(A V P)— [CA V Q) CA V R2]. 

Бл 0 — (R 一 (0 < R2), 由 此 有 
(PV 0) > ((P V К) IP V (Ок R2], 

再 利用 4.572 就 有 
4.59. [РУ о) СРУ R)] >P V (Q< R). 
这 就 证 明了 分 配 律 中 的 一 个 : 
4.591. PV (0 < R) — [(P V О) &CP V R)]. 
将 Р, Q, R 用 它们 的 否定 来 代替 ， 并 取 这 个 等 价 关 系 两 边 的 
TEHA PRE 一 一 P, 等 等 ) 我 们 得 到 第 二 分 配 律 


4.592. P&(Q V R) < {(рк Q) V (P< R)). 


4.6. y 式 


每 一 个 语句 都 有 一 个 等 价 的 合 取 范式 
Р,&Р,& +++ &Р,, 
此 处 每 个 P; 是 变 元 或 否定 变 元 的 析 取 .例如 ， 
(рад) М [(q& r) — p] 
«— (p V —а V —r)&(p V q V aV ar). 

一 个 语句 的 范式 可 由 重复 应 用 等 价 关系 

—(P& 0) —— —P V —0, 

— (P V Q) < 一 — Рк —Q 
及 分 配 律 

[P V CQ < R)] — [CP V 0)& (P V R5] 

而 得 到 ， 上 述 等 价 关 系 使 否定 符号 能 透 过 任何 括号 直接 加 到 
变 元 的 前 面 ,而 分 配 律 则 可 以 去 挤 围 绕 合 取 的 括号 ， 
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这 样 , 例 如 
(рка) V Как») — p] 

<> (pa) V Lg V œr V р] 

> (p V —q V —r V p) к (q V —q V or V p) 

<> (p V —а V —r)&(pV q V —а V —r). 

”每 个 语句 也 有 第 二 种 范式 , 即 析 取 范式 
O, V 9, V : VOQO, 
此 处 每 个 О; 是 变 元 或 否定 变 元 的 合 取 . 
因为 如 果 
~P —— P, < P; & +-- &Р,, 
HI 
P <—> —P, V —P, V --- V SP, 
而 一 P; 是 变 元 或 否定 变 元 的 合 取 ,这 是 因为 P, 是 变 元 或 否定 
变 元 的 析 取 ， 
4.61. 如 果 一 个 语句 是 永 真 的 , 则 任 一 个 与 之 等 价 的 语 甸 也 是 
KAN, AA wR PEKRAH, H P> Q 是 真 的 , ДАКА 
的 真 值 表 表 上 明 0 也 是 真 的 《事实 上 下， 仅 当 了 为 真 而 8 为 假 时 
P— Q ERII). 又 如 果 P&P 是 水 真 的 , Ul] P, 5 P, ЖК 
真 的 (因为 P, < P, УР, 与 PP 两 光 都 是 真 的 外 都 是 假 的 ). 这 
样 ,如 果 某 个 语句 是 永 真 的 ,， 且 P,a Pee & P, 是 这 个 语句 
的 范式 , 则 每 个 Р, 都 是 永 真 的 。 现 在 假设 在 Р, 中 以 否定 形式 
嚼 现 的 任何 变 元 都 不 以 非 否 定形 式 出 现 , 则 已 不 能 是 永 真 的 ， 
这 是 因为 如 果 我 们 令 各 否定 变 元 取 值 1， 而 令 非 否定 变 元 取 
值 0, 则 Pi 取 值 0*。 于 是 如 果 语 名 P 了 是 永 真 的 , 且 
P, < P, & e.. & PP, 


是 其 范式 , 则 每 一 Pi 至 少 包 含 某 个 变 元 两 次 ,一 次 不 带 否 定 符 


* 原 书 将 1 误 为 0, 将 0 误 为 1。 一 一 译 者 生 
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和 


=, 另 一 次 则 带 和 否定 符号 . 
我 们 已 指出 过 ,对 于 任何 变 元 p, p V 一 bp 是 可 证 朋 的 , 故 
不 论语 句 9 与 尺 具 有 怎样 的 形式 ， 
ОУв\У р VR 
都 是 可 证 明 的 , 因此 P, лен] МЕВНАУ. LATE 4.571, Р,&Р,& 
-…《& 忆 是 可 证 明 的 ,于 是 最 后 我 们 见 到 忆 是 可 证 明 的 ， 
这 样 我 们 就 证 明了 


每 个 永 真 语句 是 可 证 明 的 . 


我 们 把 这 个 事实 说 成 是 公理 4.11 一 4.14 J C i£ 58 
备 的 .公理 的 完备 性 也 有 另 一 种 意义 :; 如 果 我 们 将 任 一 个 不 
能 由 公理 证 明 的 语句 加 到 公理 中 ， 则 扩大 后 的 系统 是 不 相 容 
的 , 即 每 一 个 语句 都 成 为 可 证 明 的 ， 

因为 如 果 P 不 能 从 公理 4.11 一 4.14 (我 们 现在 称 它 为 公 
理 系 统 A) 来 证 明 , 则 P 的 范式 

P, = P, & ° ° * & В, 


是 不 可 证 明 的 , 从 而 最 后 有 某 个 Р, 是 不 可 证 明 的 , 因此 P, Ж 
包含 同一 变 元 的 否定 形式 和 非 否 定形 式 、 现 在 让 我 们 取 P 作 
为 第 五 公理 并 称 扩大 后 的 公理 系统 为 At. 因为 在 4 中 P, ET 
由 PP 导出 , 故 它 在 At 中 是 可 证 明 的 ;用 2 代替 P; 中 的 每 个 非 
否定 变 元 ,用 一 p 代替 每 个 否定 变 元 , 则 P; 变 成 p VpV…: 
V p, 所 以 


PVV- Ур 
在 4+ 中 是 可 证 明 的 , FÆ, 由 4.11, ? 本 身 是 可 证 明 的 。 但 
此 处 是 一 个 任意 的 语句, 故 А* 是 不 相 容 的 . 
公理 系统 4 是 相 容 的 不 是 矛盾 的 ), 因为 仅 有 永 真 语句 
- 在 4 中 才 是 可 证 明 的 ,而 例如 а —p 则 是 不 可 证 明 的 . 


47. 公理 的 独立 性 


公理 4.11—4.14 是 独立 的 ”为 了 证 明 公 理 4.11 的 独立 
性 ,我 们 建立 公理 4.12, 4.13, 4.14 的 一 个 不 满足 4.11 的 模 
型 . 设 语句 变 元 取 值 0, 1, 2, 并 设 p V q 在 p, q 不 同时 为 2 
时 取信 р-а, 而 当 两 者 都 是 2 时 则 取 值 0. 对 于 ”的 值 0, 1, 
2, —p 的 值 分 别 为 1, 0, 2. 则 所 有 的 公理 除 第 一 个 外 均 取 值 
0, 但 (2 V 2) 一 2 取 值 2; И, 如 果 P 取 值 0,P 一 9 亦 取 
IË 0, 则 2 的 值 亦 必 为 0。 当然 ,一 个 仅 取 0 TE RI ЈА TE far 
代 换 后 所 得 的 语句 仍然 仅 取 0 (g. 这样 公理 4.12 一 4.14 的 所 
有 推论 仅 取 0 E, 但 公理 4.11 МВЦ 2, КАЖ 4.11 不 能 由 
公理 4.12 一 4.14 导出 , 从 而 对 它们 是 独立 的 ， 

为 了 建立 公理 4.12 的 独立 性 ,我 们 给 变 元 以 同样 的 值 0， 
1, 2, 但 现在 当 P 与 4 的 值 均 为 2 时 pg V g 取 的 值 为 2, 又 对 
РЕНО, 1, 2, —p 的 值 为 2, 1,0, АН 4.11, 4.13, 4.14 
仅 取 0, 1 什 ， 但 公理 4.12 却 可 取 值 2〈 当 之 的 值 为 1, 9 的 
值 为 2 时 ). 如 果 P 不 取信 2,P -> Q ЖЕ 2, Dti] O 7 Ex fit 
2, 并 且 从 PP 经 代 换 而 得 到 的 语句 都 不 取 值 2， 这 就 证 明了 从 
4.11, 4.13, 4.14 导出 的 语 名 不 取 值 2。 因 为 公理 4.12 能 取 值 
2, АЗ 4.12 不 是 其 它 公 理 的 推论 ， 

为 了 证 明 第 三 个 公理 的 独立 性 ， 我 们 考虑 有 0, 1, 2, 3 
四 个 值 的 模型 ,其 中 否定 与 析 取 如 下 表 给 出 : 
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pV 0=0 V p= 0, 


e98 。 n 


在 这 个 模型 中 , 公理 4.11, 4.12, 4.14 仅 取信 0, 又 如 果 已 一 0 
НР>О=0, Шо Q = 0, НАЗ 4.13 4 p = 2, g = 3 ИЯ 
取 值 3. 

证 明 第 四 个 公理 的 独立 性 的 模型 如 下 表 所 示 : 


pV 0= 0 V p= 0 
在 这 个 模型 中 , 公理 411, 4.12, 4.13 仅 取 值 0, 公理 4.14 35 
p = 3, q = 2, r = 2 НВ 2, XH P = 0, P> 0 = 0 8 
Q = 0, 


48. 演绎 定理 


我 们 以 证 明 语 句 逻 辑 的 演绎 定理 来 结束 本 章 ， 
4.81. WF Q Th РУН, 且 在 推导 @ 时 , 没有 对 PP 中 的 变 
元 作 代 换 , 则 书 一 他 是 可 证 明 的 BU 

如 果 РРО, Ri) - P — О, 

> p M. P £j ОКЕ. 这 个 推导 中 的 每 一 行 或 是 P, 或 
是 一 个 公理 ,或 可 由 前 面 某 行 根 据 代 换 法 则 推出 ,或 可 电 前 面 
某 两 行 根据 分 离 法 则 推出 。 在 这 个 推导 的 每 一 行 前 面 加 上 前 
Р”. 

第 一 种 情况 成 为 P 一 Р, 这 个 式 子 是 可 证 明 的 ; 公理 4 成 
为 P 一 A, 这 个 式 子 也 是 可 证 明 的 。 由 下 到 C 根据 代 换 法 则 
的 推理 成 为 由 了-> В 到 P — С 根据 代 换 法 则 的 推理 (因为 
没有 对 P 中 的 变 元 作 代 换 ), 又 由 В, В — C 到 C 的 推理 成 为 
H P — B, P — (В — c) 到 P 了 一 C 的 推理 ,这 个 推理 是 有 效 


e 9) ә 


нйн =- а 


的 ,因为 
P—> (B > C)—— B — (P — С), 
X, 
P— B, B—(P—C)FP—(P-— С) 
于 是 最 后 就 有 
p — (P — С) — P — С, 
证 明 的 最 后 一 行 现 在 是 P 一 2, К P — Q ИЕ. 


J a IV 
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.证明 下 列 语句 对 是 真 值 表 等 价 的 : 

(1) Р-> (а&г), (p> 4) & (p — r); 

(2) Р» (q V r), (p — 4) V Ср r); 

(3) p— (q > r), (p — q) > (p — r); 

(4) Ср» q), p (p a). 

用 真 值 表 法 证 明 下 列 语句 的 有 效 性 : 

G) Cg r)— ((q—r)— [Cp V 4) > "135 
(2) (p > —р) 一 P; 

(3) (>p — p) >В; 

(4) Cp q) — [(p — —q) — —р]. 

从 公理 4.11 一 4.14 推导 出 以 上 语句 2.(1)—С(4). 
将 下 列 语 句 表 成 合 取 范 去: 

| (1) [(p — 4)& (q — p)] > —[ (p — а) V (q — p); 
(2) Ilp —> 4) V r] > [(q — p)ar]; 

(3) (—p& 一 4) — (r 4). 

. 证 明 下 列 15 个 语句 : 

(1) p — (q — Р); 

(2) [(p — 42) — p] — b; 


N 


> p 


л 
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(3) (р-» q) — 10а 9 r) Cp r)]; 
(4) (рк) — p; 
(5) (рая) 4; 
(Go Do Gor) [pom (е 1s 
(7) p (p V 4); 
(8) 4— CP V 42; 
(9) (p—:2— ((q > r) > Ie V 22 rli 
(10) (p <> 4) > (p — 4); 
(11) (p —> 4) > (q >P); 
(12) (p — 4) — ((q — p) > (p — 4); 
(13) (p — q) > (—q > P): 
(14) p 1—72; | 
(15) ——p > Р. 
6. 证 明 下 列 各 推理 法 则 : 
(1) Р, ОЕР&О; 
(2) PFP V О; 
(3) РУ Q, —Qr —P; 
(4) (P& 0) — R, P-Q-* К. 
7. 证 明 每 一 个 语句 都 有 一 个 真 值 表 等 价 的 语句 。 这 个 等 
价 语 名 可 仅 用 真 值 表 为 


4 Р|4 


的 真 值 函数 pla Ж Жл. 
8. Ш 吾 句 都 有 一 个 真 值 表 等 价 的 语句 ， 这 个 等 
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价 和 语句 可 仅 用 真 值 表 为 


д> 
© 


а ка =— w c 0 б 
— = D DD m u 5 5 


REAR (р, 4, 7) KRR. 
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о юм Cc кє O m © 


(р, 4, r) 


c m O © c б = = 


ЕТТЕ 
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第 五 章 № 


5.0. 半 序 关系 


集合 KK 的 元 素 之 间 的 一 个 关系 Ro 称 为 半 序 关系 , 如果 
5.01. 对 于 KK 中 的 每 个 元 索 4。 有 aR a; 

5.02. aR; K p R a AM a = Р: 
5.03. 2R ; K b R c ##E%8 a R с, 

此 时 集合 KK 称 为 被 关系 R 半 序 化 。 我 们 并 不 要 求 关 系 
аВ 2, ¿R a 中 的 一 个 对 于 每 一 对 元 素 都 成 江 ， 例如 ,集合 
之 闻 的 包含 关系 是 一 个 半 序 关系 ,因为 4 C А АУМ, 
4лсвИИВс лййЛ=В, 上 且 如 果 A4CB,BCC 则 
A C C; 但 对 于 任意 两 个 集合 ， 并 非 它 们 之 中 的 一 个 一 定 被 
另 一 个 所 包含 . 

如 果 关 系 及 满足 5.01，5.02，5.03 HATHOR а, 
b, aR 与 5 R4a 中 必 有 一 个 成 立 ， 则 称 R 为 一 线性 次 序 关 
K, K 则 称 为 被 R 线性 次 序 化 . 例如 , 自然 数 被 关系 ЖАТ” 
线性 次 序 化 。 对 于 一 对 元 素 a, b, 如 果 关 系 a R b, R a th 
有 一 个 成 立 , 则 称 a, b 是 可 比较 的 . 


5.1. 半 序 集合 . 极 大 元 素 与 极 小 元 素 


因为 包含 是 半 序 关系 的 一 个 最 有 代表 性 的 实例 ， 故 我 们 
将 用 包含 符号 C 来 表示 半 序 ,并 将 a C b EFE a #E b фр Б 
包含 < (或 a 在 6 之 前 ,5 在 a 之 后 )， 
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5.101. 在 半 序 集合 玉 中 , 当 旧 仅 当 对 于 天 中 的 每 一 个 4 КСа 
A k b 时, 我 们 有 a C 5。 由 5.03, НИД 
然 的 ; 对 于 其 逆 , 我 们 注意 , a 是 的 一 个 值 , Каса TR 
a С b, 

同 理 我 们 可 以 证 明 : 34 HX ЯТ КЕШН НҮН K, 0 CR 
2930 а C. k F, a C Ё, | 
5.102. 由 5.101 有 , ҸАН ХАТААХ А 都 有 

k C a €<—— АСЬ 

RF, a 5. 

因为 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 ,C4 АСРИ, a C 5, 
НМ 4 Аср КС а, > C a, 
5.11. 半 序 集合 天 的 元 素 a, WR a IBI KGT a RE 
元 素 ,， 则 称 为 入 的 极 小 元 素 . 例如 人 类 “世代 相传 《将 每 个 
人 视 为 他 自己 的 后 代 ) 这 个 半 序 关系 下 , 没有 子女 的 人 都 是 极 
JA. 被 包含 在 每 一 个 元 素 中 的 元 素 称 为 最 小 元 素 或 霍 元 
ERES 0,0; EFLA. Wj 0, c 02, 0, 0, , й 0, — 0, Br E 
元 素 是 唯一 的 . 一 个 半 序 集合 可 能 有 ,也 可 能 没有 零 元 素 . 25 
集合 是 对 于 集合 类 在 包含 关系 下 的 零 元 素 , 但 正 分 数 对 于 “不 
大 于 ”关系 则 没有 零 元 素 ， 当 零 元 素 存 在 时 ,这 个 元 素 必 定 是 
仅 有 的 极 小 元 素 . 仅 包 含 自身 或 零 元 素 的 元 素 称 为 原子 ， 
5.12. 不 被 任何 其 它 元 素 包 含 的 元 案 称 为 极 大 元 宗 ; 包 含 每 一 
个 元 素 的 元 素 称 为 单位 元 京 或 最 大 元 宗 (单位 元 过 是 唯一 
的 ); 仅 被 自身 或 单位 元 索 包 含 的 元 索 称 为 反 原子 . 


5.2. 链 \ 首 元 素 与 末 元 素 


“ 半 序 集合 的 线性 有 序 子 集 称 为 一 个 链 ， 这 样 , 一 个 (有 
限 ) 链 是 一 个 使 得 aCaCacc Ca ЕЁ а, а» 555, 
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а, 构成 的 集合 . 
5.21. 任何 有 限 链 必 有 一 个 首 元 泰 和 一 个 末 元 案 , 

因为 如 果 а 是 任 一 个 元 素 , 则 或 者 存在 一 个 元 素 Са, 
或 对 于 每 一 个 元 素 z, a C x; 在 后 一 种 情况 a 就 是 首 元 素 ; 在 
前 一 种 情况 或 者 а 是 首 元 素 , 或 存在 一 个 a”, 8 а" С а, 
经 有 限 步 后 我 们 就 得 到 首 元 索 。 用 疗 样 的 方法 我 们 可 以 确定 
ЗЕВС. 
5.22. 仅 有 有 限 个 元 素 的 半 序 集合 可 用 一 个 顺序 图 来 表示 ， 
例如 以 a, b, с, d, e 为 元 素 的 一 个 集合 ,其 中 a, с, d 是 极 小 
TA, e ВА, Н а, b, 是 一 个 链 , 可 用 图 9 XT. 


E 9 
在 这 个 图 中 包含 关系 用 向 上 的 倾斜 连 线 来 表示 , IEE, ас, 
b C e, c C e K d се, 
另 一 个 例子 如 图 10 所 示 ， 
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其 中 , 例如 , 0, 1, 12, 123 与 0,3,13,123 E. 这 个 顺序 图 
ARIA 1, 2, 3 为 元 素 的 集合 的 所 有 子 集 所 构成 的 集合 类 . 


53. ER S ЁЛ 


WWR 互 是 半 序 集合 玉 的 一 个 子 集 , ХЕЕЕ К 的 一 个 
JU м 使 得 b C u РНР В АМ, ми 称 为 集 
НЕ-Е. 注意 * 与 互 中 的 每 一 个 成 员 是 可 比较 的 。 类 
似 地 ， 如果! 是 天 的 一 个 元 素 , MPO HOW] SERT CUR ACRDE 
IC A, ЖАНРУ. 如果 上 界 的 集合 CK 的 一 个 子 集 ) 
有 一 个 最 小 元 索 , 则 这 个 元 素 称 为 五 的 最 小 上 蜡 , 并 用 lub H 
来 表示 ;如 果 下 界 的 集合 有 一 个 最 大 元 索 , 则 这 个 元 索 称 为 五 
的 最 大 下 弄 , 并 用 gib 已 来 表示 。 当 然 , 无 论 是 ab H BE gib H 
都 不 是 必须 存在 的 ;一 个 格 "如果 对 于 其 中 每 个 子 集 已 , lub H 
与 gib H 都 存在 , 则 该 格 称 为 是 完备 的 , 例如 ,在 图 10 所 表示 
的 半 序 集合 中 , WA 0, 1, 2 的 集合 的 最 小 上 界 为 12， 集 合 
1,2, 3 的 最 小 上 界 为 123, 但 使 得 x? < 2 的 有 理 数 x 的 子 集 
在 有 理 数 集中 没有 最 小 上 界 〈 因 为 没有 一 个 有 理 数 其 平方 等 
T 2). 

如 果 瑟 是 一 对 元 素 (a, 2)， 而 且 五 的 最 小 上 界 和 最 大 下 
界 存 在 , 则 当然 有 

lub (а, 2) = lub (>, а), glb Cz, Б) = glb C2, а). 

因为 gb H R—4* F P, WUT HEHE А, 都 有 glb H — 
h; WUR a C glb H, 则 对 于 五 中 所 有 的 4 有 ос, 所 以 a 
是 五 的 一 个 下 界 。 事实 上 
5.31. x C gib H —— HF HRN A, x C ^i; 因为 如 果 对 


* 格 的 定义 更 5.4, 这 里 先 引 用 了 ,一 一 译 者 注 


• 105 • 


i 


FRARI A, СА, 则 x 是 一 个 下 界 ， 故 x C glb H GH mE 
大 下 界 )、 同 理 可 证 | 
5.32. lub H C y < 一 > %FT'H thiJPR4f А, А C y. 


特别 有 
5.33. glb (2, Р) Са, РЬ (а, Б) СЬ 
М. 
5.34. a C iub (a, Б), РС 1аЬ (а, Ё), 
因此 


gl (а, а) = а С а С а El glb (a, 2) Са), 

tub (а, а) = a С a C lub (а, а), а C a); 

此 外 还 有 | 
5.341. WR a C b, 则 glb Ca, b) 一 a。 这 是 因为 。 是 Ca, Б) 
的 一 个 下 界 , 且 glb (а, 5) Са, X 

5.342. ЗП а C b, Wi lub (а, p) =, REAN b Æ Ca, 6) 
的 一 个 上 界 , 又 6 C lub (а, 2), ü 


5.35. glb [a, glb (2, с)] = glb (z, 5, с), 
5.36. lub [2, lub (2, с)] = lub (a, 5, c), 
H 5.31 我 们 有 


х C glb (а, b, с) —— x C. a & x C. b & x C é 
<— x C aqa & x C glb (Р, с) 
<— x C glb[a, gib C5, c)], 
从 而 由 5.102 即 得 5.35, 5.36 类 似 地 由 5.32 得 到 。 
5.37. gib [a, lub Ca, 25] = a, 
5.38. lub [2, glib Са, 52] = a, 
Б a C lub (а, 2), ЖН 5.341 即 得 5.37， 又 因为 glb Ca, 5) 
C a, ЖЕ 5.342 BI fS 5.38, 


5.4. ж 


在 一 个 半 序 集合 中 , 如 果 每 一 对 元 素 la, b) 都 有 一 个 最 
小 二 界 和 最 大 下 界 , 则 该 半 序 集合 称 为 一 个 格 . 在 格 中 我 们 
Я а U & (а, b) ЖЛ С, В а П 2 RES (а, Б) 的 最 
ATA. 

下 面 我 们 来 证 明 , 在 任何 格 中 交换 律 , 结合 律 和 吸收 律 * 
БЖМ: | 


5.41. а Јр а Б (Јаз а 2 = р (а, 
5.42. (а Ub) U ce =a U (ë U с); 

Ca Nh) П e =a П СЬ П с), 
5.43. а П Са Ш 2) = a; aU (а П ё) = а, 


关系 5.41 ЕЕ КАЕ РНЕ ЖЕН (5.345); 5.42 
直接 由 5.35, 5.36 得 到 ; 5.43 Н 5.37 和 5.38 得 到 ， 


5.5. 格 的 充分 条 件 


5.50. 反之 ,一 个 集合 如 果 关 于 两 个 运算 U, П 是 封闭 的 ,而 
这 两 个 运算 满足 5.41, 5.42, 5.43, Ж, 这 个 集合 是 一 个 格 ， 
我 们 定义 — 
5.51。 a C Ó <—— a ñ) ë =: a; 
H 5.43 (№ 5.41) 有 
| (По UA=)ə, añ (а U Б) = a, 
Wa C2 也 等 价 于 a U 0 = 2, 
我 们 必须 证 明 , 由 5.41, 5.42, 5.43 Е Ха UP fla ПР 
* 原 书 在 此 处 写 为 收 规 律 Contraction law)， 为 使 前 后 名 称 统一 , ВХ 
吸收 律 ， 一 一 译 者 注 
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Æ (а, b) 的 关于 由 5.51 定义 的 包含 关系 的 最 小 上 而 和 最 大 
TA. 
首先 我 们 必须 证 明 , а C 5 是 一 个 半 序 关系 , 即 我 们 必须 
МЕНЯ: 
aC а; aC b&bC с->аСс; aC Рыф C а-а =}, ` 
利用 5.51 这 些 关 系 变 成 
а П а= а; а | ё = а& Ё (| с = Ё а (| с = а; 
а | ё = ag& b [| а = Б — а = b, 
这 些 关系 中 的 第 三 个 立即 由 5.41 48.21. 
对 于 第 一 个 关系 我 们 注意 由 5.43 有 
а = af [a U (а П 2) 1 =аПа, 
对 于 第 二 个 关系 ,如 果 ann 5 = a R.ó r z = >b, W 
в П с = (а П Б) П с= а 1 (Б П с) =а П 2 = а, 
现在 我 们 来 证 明 а U b, а ПР (а, 2) 的 最 小 上 界 和 
最 大 下 界 ， 我 们 必须 证 明 


5.52. aflbCa, а[\ЬСЬЪ; 
5.53. аСа 6, Са ЛЬ: 
5.54. А Сав Ё СР» 6 Са (| 2; 
5.55. aC k&b C А-а U U Ь С А, 


对 于 5.52 我 们 注意 由 5.41, 5.43 有 
a N 2 C a —> (а П 5) U a = a, 
(a П ó) U a=a U (а П Р) = a, 
iE: 
a r) SZH, 
又 对 于 5.53 我 们 机 求证 明 
aN (a ПР) = a, 
bN (a U p) = b, 
而 这 由 5.43 (№ 5.41) 可 以 得 到 . 
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К Са НАСР, W k a = k, EZ 
КП Ga П b) = СКП a) П 5 = АП 2 = k, 
这 就 证 明了 5.54. 同 理 ,如 果 a C & НАСА, Wi 
(g U b) U k =a Ú (РОА) = a Ú K = К, 
这 就 证 得 5.55, 于 是 5.50 JEE, 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 竹 意 ,在 有 零 元 素 和 单位 元 率 0, 1 
的 格 中 ,我 们 有 
XF TPS BJ а, 0 Са, aC 1, # 
a 0 = a, а] 0=0; a U1=1, afl1 = a, 


5.6. 分 Bü 格 


两 个 分 配 律 
5.61, «П (Q U c) = (a ñ #) U (a ñ c>, 
5.62. a U (à П с) = (a 0 2) D (a U с) 
能 成 立 的 格 称 为 分 配 格 . 
例如 , 如 第 一 章 我 们 见 到 的 ,一 个 已 给 集合 的 所 有 子 集 的 
格 是 分 配 的 。 但 由 下 面 的 顺序 图 所 给 出 的 格 却 不 是 分 配 的 ， 


图 11 
这 是 因为 zUGn c> = а 
Ca UŁ) П (Че) =1П1=1, 
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在 分 配 格 中 ,两 个 方程 
а[\ф=а[с, aUb-aUc 
29 08 
р = c. 
这 是 因为 
Ь==Ь\) (а П Б) =b 0 (а П = Ф U 2) D) G U e) 
== (а Ј с) G Че) = (а{\Ь)\}с = (аП е) Је = с, 
分 配 格 〈《 具 有 单位 元 素 ) 也 可 以 不 用 交换 律 , 结 ашк 
收 律 , 而 用 公理 5.61 及 下 列 公理 来 刻 划 : 
5.621. (© У) Па = @П О Ce Y a) 


5.63. a (П a = а, 
存在 一 个 元 素 1, 使 得 

5.64. а\)1=1\)4=1, 
5.65. а{\\=1{\а=а, 


我 们 首先 证 明 5.62 HIHA, BI a U a = а; 事实 上 
а = а 1 == а (| Са 01) = (а Па) U Ga 1 1) =а 0а, 


对 于 吸收 律 ,我 们 有 

(а 5) Ша==(аГ&)\)КаГ\1) = а (1) —afll-a 
及 

« Uta) = Cn D 912) = na Us) = «n1 == a, 
类 似 地 还 有 


¿UG ау (Пау ана 
对 于 第 二 吸收 律 ,我 们 有 | 
а N (а 0 Б) = (а П доев тоспа 
及 
an (Иа) = («ПЦ (а Па) = (ab) U а= a, 
(а 162) Па = (a а) U @ Па = a U @ ñ a) = a, 
(2 Ја) Па = (2 П а) О Ga П a) = (2 П а) Оа = a, 


® lile 


ai 
И ATP чы ca o "Р А ӘН a ar PPE: ERa -a a A R RE 


现在 我 们 可 以 根据 吸收 律 来 证 明 交 换 律 a Ub = 20а. 
我 们 有 


aUb = [aN CUa ULAN GU а)] 


= (ОРГ (Ца) CH 5.621) 
= | (402) 121 UI Uo) a) 
= bUa. (HRE) 


下 一 步 我 们 证 明 吸 收 律 的 其 些 推广 形式 : 
a [laU Uc] = а, 
БП [Ca 02) Це] =, 
cila Ub Је] == с*. 
对 于 第 一 个 ,我 们 有 
ап! (а 05)Це] = [aN CUA) 0 (Пе) 
, = а\](а[\с) == а, 
同 理 ， 
ЬГ\{Ка\}Ь)\)с] = (ВП (а 05)1 4 (Пс) 
一 UL с) = b, 
ec [(02) Це] = [eN (#02)] 4 (Пс) 
= [с (2 02)]1 Че = с. 
现在 可 得 关于 并 的 结合 律 ,因为 
а\)\&\)с) = {а{\{(а\)Ь)\)с1]} 
UCt2n (42) Че} 
U tef [(4U2)Uclj2 
= {а[\[(а\)®)\)с1]} 
U 120) П 16202) Је], 
' (ЕВ 5.621) 
5.660 = [40 (20е)10 [(a Uo U c], (ЕТЕН 5.621) 
* жиш ЕЙ, kaka SE НЕЖНОЕ a CoU a) = a 得 出 , 故 下 面 的 正明 
是 多 余 的 ,一 一 译 者 注 
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下 一 步 我 们 注意 吸收 律 的 下 列 推广 形式 可 用 相同 的 方法 来 证 
НН: 
[a 0205] 1) a = a, 
[a UG Uc)] ПЕ b, 
[а Ú (¿ Ú с)] Г e = с. 
由 这 些 式 子 我 们 有 
a Ub = {[a U (¿Ë U с)] Па} 
U {La UC U c)1 n 8} 
= [a U @ U c)] П G Ub), 


ex 
Ca ОР U e= [а UC U e)1 n Ca U 25) 
U {la U @ U c)]1 r c}, 
5.67. = [а Ш (ЬО AINI UZ) Uc] 
于 是 由 5.66, 5.67 我 们 就 证 明了 并 的 结合 律 : 
a Ú (Е Ú c) = (a 02) Це. 
现在 来 证 明 第 二 分 配 律 。 我 们 有 
(a UŁ) П Ca Це) = [a N Ca U с) 1012 Ca U 6)] 
(ЕН 5.621) 
= д 1) [2 N Ga U e] 
= а ОГП а) U Ne) 
(ЕН 5.61) 
= [a U (ë П a)] 9 @ n с) 
= a U @ П с), 
这 就 证 得 5.62(〈 并 的 交换 律 表明 
(20 с) Оа = (ë Ú a> ñ Cc Ú a22. 
对 于 交 的 交换 律 ,现在 我 们 有 
alib = [2а ЧО GN 010 [EU Ce fl 2)] 
= (a ñ 2) U (Q ñ a) 
= [(а ПР) U b] П Са n 2) Ú а] 
= > [` a, 
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最 后 ， 关 于 交 的 结合 律 的 证 明 可 由 在 并 的 结合 律 的 证 明 中 简 
单 地 交换 并 与 交 而 得 到 ， 这 就 完成 了 公理 5.61, 5.621, 5.63, 
5.64, 5.65 确定 一 个 具有 单位 元 素 的 分 配 格 的 证 明 。 


5.7. 有 和 补 分 配 格 、 并 理想 与 交 理 想 \ 格 -并 


如 条 在 一 个 具有 零 元 素 和 单位 元 素 的 格 中 ， 对 于 每 一 个 
JUA x 都 有 一 个 元 素 * 与 之 对 应 ,生得 
хПх’=0, xUx =1 
则 这 个 格 称 为 有 补 的 ， 
如 果 格 是 分 配 的 , 则 x 的 补 是 唯一 的 ,因为 如 果 x 有 两 个 
Ах эх, АПН 
х Пк (Г X = 0, 
х Ох = xz U X = 1, 
因为 格 是 分 配 的 , 故 由 此 有 X = x', 于 是 补 是 唯一 的 。 


一 个 有 补 的 分 配 格 是 一 个 布尔 代数 ,反之 亦 成 立 , 因 为 二 
者 都 封闭 于 两 个 运算 П, U, 这 两 个 运算 是 交换 的 , 结合 的 ， 
且 每 个 对 于 另 一 个 都 是 分 配 的 ;此 外 ,在 每 一 个 中 都 有 唯一 的 
TR 0, 1, 又 在 二 者 中 , 每 一 元 素 x 都 有 唯一 的 补 * 使 得 
хх =l, х (х = 0, 


及 
xz“ U0= =, х[|1==х,‚, 


5.71. 格 玉 的 一 个 ( 非 空 ) TE Tu 称 为 格 的 一 个 并 理想 ,如果 
对 于 Iu 的 任何 a, b, a UP BRT Iy, EIFE PESHEN k, 
a Y k ET Iu. BD 

aclu&b€Iu—aUb6lu 


及 
a4CIy&RA&ek 一 4 人 有 RE7U。 
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换 句 话说 ,理想 的 元 素 对 于 并 是 封闭 的 ,有 旦 理想 的 一 个 成 员 与 
格 的 任 一 个 成 员 的 交 是 理想 的 一 个 成 员 , | 
格 玉 的 一 个 〈 非 空 ) 子 集 .Yn 称 为 一 个 交 理 想 ,如果 对 于 
.Yn 的 任何 a， b, OP 属于 Za, 且 对 于 天 中 的 任何 如 a Uk 
ET Sn. 
RIS 32823 
a€.Zn& b€ Ян а ПРЕ. Ян, 
aE .Яп& ВЕК —а |) ДЕ. Ян. 
5.72,， 设 了 是 格 玉 的 一 个 对 并 运算 封闭 的 非 空子 集 , 则 当 且 仅 
当 了 包含 I 的 每 个 成 员 所 包含 的 一 切 元 案 时 , I 是 一 个 并 理 
想 。 即 ,如果 了 工 对 并 运算 封闭 , 且 
аЕТ&р C а> ЕТ, 
则 了 是 一 个 并 理想 . 
因为 当 « 包含 在 一 个 理想 中 时 , 如 果 bCa, Д] p= a [\ š, 
m a b 包含 在 一 个 天 理想 中 。 及 之 , SUR 
a € I< b C a — ë € I, 
县 如果 不是 天 的 任意 元 素 , 则 an k C a, а Г КЄ I, 这 就 
证 明了 了 工 是 一 个 并 理想 . 
5.73， 设 了 是 格 天 的 一 个 非 空 子 集 , 则 当 且 仪 当 
a€l&b€6€I1< а Ub€I 
时 ,了 是 一 个 并 理想 。 这 个 等 价 关系 的 一 半 已 包含 在 并 理想 
的 定义 中 ,如 时 了 是 一 个 并 理想 ,由 于 
в ОБЕГ K а = (а ОР) Па, 
Ж 
в@Є I, 
[в] 24 
b € I. 
ЯТТ ЕНЕННЕЗ Е, — ХА РЭН АЕ ААУ, Пп B. 
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仅 当 它 包含 a, b 二 省 时 才 包 含 a Ub, 则 这 个 子 集 是 并 理想 . 

设 * 是 KK 的 任 一 个 成 员 ， 则 我 们 必须 证 有 明 与 子 集 7 的 
任 一 个 成 员 4 的 交 仍 是 这 子 集 的 一 个 成 员 . 事实 上 ， 

а = (а ПА) Ја 

因此 , 由 于 4 本 身 属 于 1, 所 以 a П А 属于 I, 而 这 就 是 页 每 
证 明 的 . 
5.74. 5.72 的 对 价 命 题 是 : WRZ 是 对 交 运 算 封 闭 的 非 空 子 
4E, 则 当 且 仅 当 任何 包含 S 的 一 个 成 员 元 素 都 被 .四 包含 , 即 
5.141. =. a€.g&aC бф->ЬЄ.,Й, 
BOE 是 一 个 交 理 想 ， IE 

因为 如 果 a C 5, W]; = a U5， 所 以 如 果 Я 是 一 个 交 
理想 , 且 6.9 , W pe Я, FZ, 3023 Я 对 于 交 运 算是 封闭 
HJ, 且 满 足 5.741, ХИ a € .Z, 有 旦 和 是 天 的 任 一 个 成 员 , 则 

aCcaUk, 

Жа Uke Я, М.Я E— 22 PB 38, 
5.75. 5.73 的 对 侦 为 , 设 . 儿 是 格 玉 的 一 个 非 空 子 集 , 则 当 且 仅 
当 
5.751. a€.Z&b€.Z <—— а b€ .Z 
时 , Я 是 一 个 交 理 想 . 

如 果 Я 是 一 个 交 理 想 , М 

aE Jabe J —a (РЄ: 
又 如 果 a ПЬЕ.Я WIES а = (a П 52 Ú a, #& a € .Z, ШЕЯ 
РЕЯ. RZ, 如 果 I 是 满足 5.751 的 一 个 子 集 , 则 Р 
交 运 算是 封闭 的 , 又 如 果 名 是 KK 的 任 一 元 素 ,，4 是 Z 的 任 一 
TR WAX 
(a UK) Nama, 

由 此 就 有 a U ХЕ. Я, Ж.Я 是 一 个 交 理 想 . 
5.76. 格 的 理想 本 身 是 一 个 略 ,因为 理想 对 于 格 的 包含 关系 是 
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半 序 的 ,又 当 а, b 属于 理想 时 , а Ub, aN b 都 属于 理想 (不 
论 这 理想 是 交 理 想 或 并 理想 ). 

5.77. 属 世 的 并 理想 的 集合 是 一 个 格 ”在 这 个 格 中 两 个 理想 
的 格 - 交 正好 是 它们 的 共同 部 分 ,而 两 个 理想 А, B 的 格 -并 则 
是 包 含 在 4 的 一 个 元 素 与 也 的 一 个 元 素 的 并 之 中 的 工 的 元 索 
的 集合 . 

我 们 首先 注意 ,两 个 并 理想 4, B 的 共同 部 分 是 一 个 并 理 
ж, М ec An B, b€ A) B, WAX a, БЕТА, В, 
所 以 а Uz RT 4, B 丙 者 ,因而 属于 它们 的 共同 部 分 ; 又 如 
Ж. < 是 工 的 任 一 个 元 素 , 则 en < 属于 4 及 В, 故 属于 它们 的 
共同 部 分 。4 ñ B 自然 是 包含 在 4 与 B 中 的 最 大 理想 . 

下 一 步 我 们 证 明 , 如 果 有 & 是 工 的 这 样 的 元 索 , 使 得 对 于 4 
的 一 个 元 素 « 及 8 的 一 个 元 素 5 有 《XC a U 2， 则 所 有 这 样 
的 的 集合 KK 是 工 中 的 一 个 并 理想 .这 是 因为 如 果 和 EK 太 
ЄК, 则 存在 4 的 元 素 dis d; E. B 的 元 素 bi, bis 使 得 

RCa ОР, А Са; Ú bz 
所 以 
ki Ú k, C (a, U А) Ú Са, U ba) = Са U а) U Ch, U b); 
因为 a1U a, € A K b, U b;€ В, Pr) ki U k; € K. 此外, 如果 
k € K, 4C k RSETFJEA a € A EX b € B, 8 2 са ОЬ, 
id EK, 这 就 证 明了 KK 是 并 理想 . 为 对 于 任何 a€ A М 
РЕВ RG аса 0) ЬЬ сСа U b, Д a 6 K, b€ K, ii 
АСКАЖВСК, 如 果 我 们 用 4 U B 来 表示 两 个 理想 4, B 
的 (如 刚才 所 定义 的 ) 格 -并 (以 避免 与 集 并 相 混 淆 ), 则 我 们 必 
须 证 明 格 公理 满足 。 因为 我 们 所 取 的 格 - 交 恰 好 是 集合 的 交 ， 
故 对 于 交 的 交换 律 与 结合 律 必然 满足 , 又 因为 aUb 一 bUa， 
故我 们 有 4 B = B Ú A. 我们 来 证 明 结 合 律 
(A Ú B)U C = A Ú (B Ú С), 
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WR x 是 工 的 这 样 的 元 素 , 使 得 САО c, ИЖ сЕС, 又 对 
T3£⁄- ac A, b€ B& k C aU b, RICAU B)U C 是 所 有 这 
样 的 * АЕ, РЕЖ x C a U G U c), к са Чі, 1 
Abl = b U c, NiE LEB U C, ХЕ Y x € 4U (B U C), 
同 理 , 4 U (B U C) 的 任 一 个 成 员 是 《4 Ú B) U C 的 一 个 
成 员 , 这 就 完成 了 结合 律 的 证 有 明 . 
剩 下 所 要 证 明 的 是 两 个 吸收 律 
АГ КАУ В) = 4, А0САП В) = 4, 
ХГ, RANE., A C A U B, Ас АГ (4 
U В); 因为 必然 有 АП CA U BCA, 故 第 一 个 方程 成 立 . 
对 于 第 二 个 , 我 们 首先 注意 4CAU(ANB); Xiu 
x€ Л\) (АП В), 则 对 于 某 个 a€ A4,wE€EA 门 B 有 xCaUu. 
因为 а, u 两 者 都 属于 并 理想 4, Ка Uu 属于 4, Matu x m 
于 А, 这 就 完成 了 第 二 吸收 律 的 证 有 明 ， 
5.78. 如 果 工 是 一 个 分 配 格 。 则 两 个 理想 A, В 的 格 - 并 K = 
AU B 等 于 所 有 a U p О, 其 中 ac A, be B, iX 
а Ub C a Ub, MUCK, Хх x € K, WYTHE 
a€ A, b€ B 8 х C a Ú b, W 
х = x N Сеа Од) = (x П а) U Се П 2) = a, UA, 
AH а, = x ñ в, b, = x [\ b, а € 4, b € B, ВД x € U, 
这 就 证 明了 U = К. 
5.79. 如 果 工 是 一 分 配 格 , 则 工 的 理想 的 格 也 是 分 配 的 ， 
А, B, C 是 工 中 的 理想 , 则 我 们 必须 证 明 
5.191. АП (ВУ C) = (A B) Ú САГ С), 
5.792. Я) (B n C) = (4А Y B)N (A Ч С). 
对 于 5.791 只 须 证 明 包 含 关 系 
ап (B Ú C) C (A П B) Ú САП C) 
就 足够 了 ,因为 相反 的 包含 关系 
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(АГ B)UCAD сусА( (B U C) 

在 任何 格 中 成 立 〈 见 习题 V, 1 (112). 

1" #вЄ ЛАГ (ВУ С), аел, 日 对 于 某 些 5EB.,ceEC 
有 a = b U c, 因此 

a= а (| а = а(\(\1})с)=(«4[\%Ь)\) (a (П c), 
如 前 面 所 证 明 过 的 *, 由 此 可 知 a 属于 

(A f) B) (АП C), 

第 二 分 配 律 可 由 第 一 分 配 律 得 到 (见习 题 V, 2). 


5.8. 布尔 代数 的 表示 定理 与 咎 曼 代 数 


5.80. 任何 有 限 布 尔 代 数 2 同 构 于 这 个 代数 的 原子 的 集合 的 
所 有 子 集 的 代数 。 我 们 回忆 , 半 序 集合 的 原子 是 一 个 元 素 
а 关 0, 它 仅 包含 0 与 4 本身. 我 们 仅 在 证 明 28 具有 原子 时 
用 到 28 的 有 限 性 《元 限 布 尔 代 数 可 能 没有 原子 ,这 是 我 们 的 
下 一 个 结果 的 推论 ), 

2E EE b 6 0, 则 必 有 一 个 原子 包含 在 6 中 .这 
是 因为 或 者 是 一 个 原子 或 着 存在 一 个 非 零 元 案 5b, 包含 在 5 
中 且 595,5 或 六 是 一 个 原子 或 者 存在 一 个 非 霉 元素 bf 
BE b, HE 5, = b,; 或 者 b 是 一 个 原子 或 着 它 包 含 一 个 元 
K b, EF. МХ B 是 有 限 的 , 改 序列 必须 终 正 于 包含 在 2 
HPJ br. | 

原子 将 有 的 元 素 分 成 两 个 不 相交 的 集合 , 因为 如 果 “ 是 
一 原子 而 2 是 ‹ 的 任 一 元 素 , 则 a 或 者 包含 在 上 中, 或 者 包 
含 在 р 中 (但 不 同时 包含 在 丙 者 之 中 , 因为 由 C p Мас Р 
# b Са, a Са, а= a П а = 0), а ñ o Ca, 
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У а BANAT 0007 a { p = 0 (l a C уру a П b = a, 
ux a C b, | 

4 AD) 表示 4 的 所 有 包含 在 2 中 的 原子 的 集合 。 我 
们 将 证 明 形 如 4 (2) 的 集合 正好 松 成 原子 集合 的 子 集 《 即 每 
个 子 集 都 是 集 4 (5) 中 的 一 个 ) ,我 们 首先 证 有 明 、 对 于 任何 元 
ЗЬ, с, 有 

A Ú e) = A(22 U Ale). 
设 a 是 集合 AG U c) 的 一 个 原子 , 故 ae C b U с; Р аср 
асс, Ка (2/>) 包含 在 集合 Al), ACO 的 一 个 之 中 ， 
因而 包含 在 它们 的 并 之 中 。 反之 ,如 果 a€ AG) О AC), Xt] 
或 者 a € Alb), 或 者 a € Абс), В ас p Ый a C. c, ÚX 
aCbUc,Blae AG Ч с). 下 一 步 我 们 注意 , Ж о 是 一 
个 原子 , 则 Ala) 只 有 一 个 成 员 se。 现在 考虑 原子 集合 的 任 一 
子 集 (cj，4a，……，ak)， 并 令 B а 0 а Ч U а, М 
ACE) = АСа) U ACa;) Ц +: U Асал) 
== (41, 42, йз, 777, 04), 

这 样 原子 集合 的 每 一 个 子 集 可 以 表 为 А. b 5 
ACD) 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 因 为 如 果 2 = c, 则 或 者 不 包含 
在 < 中 ,或 者 ¢ 不 包含 在 5 中 (因为 <cCb&gbCe>b == с); 
设 5 不 包含 在 ¢ p, WEN | з 0, 故 存在 一 个 原子 4 包含 在 
b f) с 中， 因而 包含 在 5, с 两 者 之 中 (因而 不 包含 在 ¢ 中 )， 
出 此 有 aE AG) K. a é (Сс) ix ACE) = ACe), 

最 后 我 们 证 明 与 4(2) 之 间 的 对 应 是 一 个 同 构 。 我 们 
E28 1, AC U г) = ACE) U Ce), 故 并 运算 在 这 对 应 中 
被 保持 . 剩 下 所 要 证 明 的 是 4(Р’) 是 AG) 的 (在 原子 集合 中 
KDR, BX E, a E€ AG” <> a 不 包含 在 所 中 —— a € ACD) 
< 一 “包含 在 ACE) 的 补 中 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 

因为 4+ 个 元 素 的 所 有 子 集 所 成 的 集合 恰 有 2" 个 元 索 СА 
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为 对 于 每 个 子 集 ， 每 一 元 素 或 者 包含 在 这 子 集中 或 者 不 包含 
在 这 子 集 中 ), 故 有 限 布 尔 代 数 元 素 的 数目 是 2 的 某 一 次 医 ， 
5.81. 泡 限 布尔 代数 同 构 于 一 个 集合 的 所 有 子 集 的 集合 这 一 
命题 并 不 正确 .但 我 们 有 斯 通 (Stone) 定 理 :一 个 无 限 布尔 代数 

同 构 于 一 个 集合 的 子 集 的 某 个 族 . 下 面 我 们 来 证 明 这 个 定 
理 . 我 们 将 看 到 在 前 证 明 中 原子 的 地 位 将 被 某 些 理想 所 代 
替 . 因为 在 证 明 中 我 们 仅 涉 及 一 种 理想 , 即 并 理想 ,故我 们 将 
简称 之 为 理想 ,而 免 去 限制 词 并 ”. 我 们 考虑 布尔 代数 S 的 
所 有 不 包含 1 的 理想 的 集合 $7. F 的 元 素 是 48 的 子 集 , 因 
此 它们 被 包含 关系 所 半 序 化 ; 对 于 这 个 半 序 关系 ，5Y 可 能 具 
有 极 大 元 素 ,我们 将 称 S7 的 极 大 元 素 为 极 大 理想 。 为 了 保证 
极 大 理想 的 存在 ,我 们 不 得 不 引入 一 个 极为 著名 的 公理 ,这 个 
公理 是 独立 于 我 们 已 经 使 用 过 的 所 有 其 它 集合 公理 之 外 的 . 
所 述 的 公理 , 按照 M. {ЕЙ (M. Zorn) 所 给 的 形式 ,是 

如 果 一 个 半 序 集合 中 的 每 一 个 链 都 有 一 个 上 界 ， 则 这 个 
Тех. 

已 经 知道 , 这 个 公理 是 与 选择 公理 等 价 的 ， 后 者 说 的 是 : 
一 个 集合 5 的 ,不 包含 空 集合 在 内 的 .所 有 子 集 的 类 ， 可 以 用 
这 样 一 -种 方法 映射 到 Ss 之 中 ,使 得 每 个 子 集 8 的 映 象 属于 B; 
或 者 等 价 地 说 ,对 于 任 一 无 公共 元 素 的 集合 的 族 F, 存在 恰好 
包含 族 中 的 每 个 集合 的 一 个 成 员 的 集合 . 

iw Ж 9 中 的 任 一 链 , 作 和 集合 м, БЕНЕТ g Н 
的 某 个 理想 的 一 切 元 素 构 成 的 。 即 2 的 一 个 元 素 属 于 .ex 
的 充分 必要 条 件 是 ; 在 链 @ 中 有 一 个 理想 包含 这 个 元 索 .如 
RIRE 中 的 任 一 个 理想 , 则 了 的 每 一 个 成 员 是 .ex 的 一 个 
RA, dr ta SE м, 因此 ,ex 是 理想 的 链 wv 的 一 个 上 
界 ， 此 外 , .az 本 身 是 一 个 理想 , 因为 如 果 a уь Р.а, Д 
存在 € 的 理想 I, Л, 使 得 a € I, ЕЛ 因为 名 是 一 个 链 ， 
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履 了 与 了 中 的 一 个 包含 另 一 个 ， 因 而 e -5b 为 同一 理想 中 的 


元 素 , 所 以 这 个 理想 也 包含 202; 因为 Ub 属于 E 的 一 个 
理想 , а\)5 ET ox. 此 外 , WUR КЕ 8 的 任 一 成 员 , N 
为 了 是 一 个 理想 , MaN ETIKET e. 于 是 .ex 是 
一 个 理想 . 最 后 我 们 注意 ， 由 于 1 不 属于 ФС 中 的 任何 理想 ， 
HERT A, 这 就 证 明了 .ex 是 集合 S 的 一 个 理想 、 这 样 
S 中 的 每 一 个 链 在 乡 中 都 有 一 个 上 界 , 故 由 佐 恩 公理 , SUR 
一 极 大 元 素 . 

考虑 由 包含 某 个 给 定 的 理想 SZ, 的 所 有 理想 所 组 成 的 
F 的 一 个 子 集 , 我 们 注意 到 、，、 由 上 面 的 证 明 即 可 确定 一 个 包 
含 Fo 的 极 大 理想 . 特别 地 ,我 们 由 此 可 以 找到 包含 任 一 选 定 
TEL == 1 的 极 大 理想 , 因为 我 们 能 找到 一 个 包含 理想 (5) 的 
极 大 理想 ,而 (2) 是 由 B 的 满足 «С» 的 所 有 元 素 z 构成 的 。 

极 大 理想 将 Z 的 元 素 分 成 两 个 不 同 的 集合 ;给 定 一 个 极 
大 理想 卫 以 及 多 的 任 一 元 素 5, 则 或 者 b c€ P P Р € P. X 
LEP, HAERA Up 的 元 素 的 集合 X， 其 中 ?是 P 
的 任 一 元 素 , х RS 的 使 得 сь 的 任 一 元 素 。 我 们 将 证 明 
和 是 一 理想 。 这 是 因为 如 果 л, x 都 包含 在 5 中, ХАЯ Р, 
已 是 了 的 任 两 个 元 素 , 则 

(x, Ü Р.) U Cz U р.) = (x, U %) U (bi U 22; 

& (=, U p) U G U pa) Z: X 的 一 个 成 员 ; Ж b Е Z 的 任 
一 个 成 员 , 则 Сар) Пё, = (aun b) U (РП 8), 
因为 м ПС, РП, RT P, 所 以 (а Шр) Nb Ж 
多 的 一 个 成 员 ， 这 就 证 明了 X 是 一 个 理想 。 设 ? 是 ?的 任 
-RA AX p= (РПх) Ор, B. rc it, РПС? i 


РЕ X, 但 因为 6 二 5U0 ifj РС}, 0€P, 故 b€ X, 9 
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MEP, 因此 和 不 等 于 P。 因 为 P 是 2 的 一 个 极 大 元 素 , Н, 
?CCX,， 故 和 是 一 个 理想 ， 而 这 个 理想 不 是 F 的 一 个 成 员 ， 
此 XX 是 包含 1 的 一 个 理想 ， 但 如 果 一 个 理想 包含 1， 则 对 于 
25 的 任 一 元 素 as， 这 个 理想 也 包含 10а sa, MARXE, 
B 本 身 是 包含 1 的 仅 有 的 一 个 理想 ， 于 是 = B, 故 每 个 
JU а 都 可 表 成 x*Up HIÉR, Hp rC, peP. 特别 存在 
Р 使 得 6Up = 1; 但 方程 5bUp 一 1 З р 二 62*。 这 就 证 朋 
T> eP., XA e 与 两 者 都 属于 P 是 不 可 能 的 , 因为 这 样 我 
们 就 会 有 1 一 2U2EP, 1 是 理想 PP 的 一 个 成 员 . 

现在 我 们 来 考虑 所 有 极 大 理想 集合 的 子 集 的 性 质 。 设 
M (x) 为 所 有 使 得 х EP IRAKA РНЕ. RATRE, 
对 于 sS 中 的 所 有 x, EM GO ЕБ # 对 于 集合 - 交 与 补 是 
封闭 的 ， | 

两 个 集合 М(х) 与 M (y) 的 交 也 是 г 的 一 个 成 员 ; 因为 
Hist Е М(х) ПМ (у) = М(х Пу). МАЖЩЕРЕМ(*Пу), 
И РШ (хПу) = хОу; 但 仅 当 x Ej у 的 每 一 个 都 属 
于 P 时 , РФ «Ју, ЖРЕТ М (z) 5 M G) 两 者 ， 因 
而 属于 它们 的 交 М (x) ГОМ Су). FZ, ЖРЕТ M (x) 与 
M (у) 两 者 , 则 x 与 y RFP, х Оу = (Пу) 属于 P, 
因此 Pe М(х (у). MG) 1€ Z ЕЖА M (z), 因为 

P € М(х) —— x € PeP EM (х). 

于 是 т 对 于 交 与 补 是 封闭 的 , 故 它 构成 一 个 布尔 代数 . 

当 且 仅 当 x = у 时 ,集合 M (z) 5 M (y) 相等 ;因为 如 果 
ху, WR х 不 包含 在 Y 中 ,或 > 不 包含 在 x 中 .不 失 一 般 
性 ， 我 们 可 以 设 * 不 包含 在 > Н, Т х Пу = 0, 由 此 


* 根据 3.21, iH ¿Up = LI RTIEH p =h Ua, Ш w 为 52 ВНЕЛЕ ЈС. 
< 3b ЖИНДИ F: 
ë = П = 2 П(5 02) = (' Db) U С Пг) = ё p € P, ЗВ: 
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Uy 1, 改 存 在 一 个 包含 «Ју 因而 包含 x 与 ?两 
者 的 极 大 理想 P. Nx € P, ЖРЕМ (=), ХЖ y € P, К 
РєМ(у); ТЕРЕТ М(х) 而 不 属于 M (7y)， 这 就 证 明了 
М (x) = M (y). 

现在 由 此 可 得 , 2 AATF d: 因为 在 * 5 M (z) 之 闻 存 
在 一 个 一 一 对 应 ， 在 这 个 对 应 下 ，x 站 7 УЕ МСЕ Пу) 
= M (z) М (у), x 对 应 的 是 M(x) 在 @ 中 的 补 M (z). 

于 是 我 们 就 证 明了 斯 通 定理 ， 每 个 布尔 代数 同 构 于 极 大 
理想 集合 的 一 族 子 集 的 代数 ， 

一 般 地 说 ，4# 并 不 包含 极 大 理想 的 集合 的 所 有 子 集 ， 因 
为 如 果 B 是 无 限时 , 则 由 斯 通 定理 , 极 大 理想 的 集合 有 无 限 
多 个 子 集 , 故 极 大 理想 的 集合 是 无 限 的 , 容易 证 明 , 一 个 无 限 
集合 的 所 有 子 集 是 不 可 数 的 ， 因 为 设 So S2 5, - ЖЕНА 
1,，2，3,.** 的 集合 的 所 有 子 集 的 一 个 编排 并 构造 子 集 5 如 
F. 仅 当 5 不 包含 1 时 5 包含 1 ; 仅 当 5; 不 包含 2 时 5 包含 
2, 如 此 类 推 . 于 是 5S 是 与 $12 953, 535°" “中 的 每 一 个 都 不 相 
同 的 子 集 , 故 5 是 不 包含 在 这 个 编排 中 的 一 个 子 集 。 为 了 完 
成 # 一 般 不 包含 家 大 理想 的 集合 的 所 有 子 集 的 证 明 , 我 们 将 
证 明 存 在 可 数 的 无 限 布尔 代数 。 

考虑 自然 数 的 具有 如 下 性 质 的 所 有 子 集 的 一 个 族 多 ， 
这 些 子 集 或 者 是 有 限 (包括 空 集 ), 或 者 无 限 , 如 果 无 限 的 话 ， 
包含 某 个 数 以 后 的 一 切 自 然 数 ( 也 可 以 包含 其 它 的 数 )。 

例如 = 包含 集合 | 

{1,2,3}, 11,5, 7, 11}, {21, 22, 23,-..} 
41, 5, 7, 11, 21, 22, 23, ---}, 
每 个 无 限 集合 都 是 一 个 有 限 集合 在 自然 数 的 集合 中 的 补 . 目 
然 数 的 所 有 有 限 子 集 可 以 用 如 下 的 方法 编排 出 来 : 将 元 素 为 
s, < ax < в < ttt —< а, 
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的 集合 排 在 第 
а 十 221 + 295 
个 位 置 上 (例如 ,由 于 13 一 2 十 2 十 2， 故 在 这 个 编排 中 的 
第 十 三 个 集合 为 11, 3, 4})， ЗИ, р, +: 来 表示 
有 有 限 集 的 序列 , 则 无 限 集 为 р, f, ccc. 于 是 整个 族 多 可 编 
НЕХ fis fi, fz, SSS | | 
` 为 了 证 明 多 是 集合 的 一 个 布尔 代数 ,我 们 只 需 证 明 = 

对 于 交 与 补 是 封闭 的 . 因为 无 限 集 合 是 GU 中 的 有 限 集 合 的 
th. 反之 亦 成 立 , 故 5 对 于 补 运算 是 封闭 的 。 此 外 , 两 个 有 
限 集 合 的 交 是 有 限 集 合 , F 中 的 两 个 无 限 集 合 的 交 是 < 
中 的 无 限 集合 , 最 后 , 有 限 集 合 与 无 限 集 合 之 交 是 有 限 集合 
BA 对 于 交 EGRE 闭 的 ， 
5.82. 48 (Newman) 代数 由 于 放弃 交换 和 结合 公理 而 得 
到 的 布尔 代数 的 一 个 推广 称 为 千 受 代数 .在 牛 受 代数 中 我 们 
有 一 个 关于 两 个 运算 为 封闭 的 集合 М, 这 两 个 运算 用 ao 十 2 
与 a6 来 表示 ,它们 有 以 下 各 性 质 : | 
5.821. a(k 十 ce) 一 ap 十 ac (а + Б)с = ac + bc, 
5.822. 存在 一 个 元 过 1, 使 得 对 于 所 有 的 “有 el 一。 
5.823. 存在 一 个 元 素 0 使 得 对 于 所 有 的 有 

a + 0 = a = 0 + a, 
5.824. 对 于 每 个 元 素 a 至 少 有 一 个 补 a 与 之 对 应 ,使 得 
аа = 0, a+ d =1, 


我 们 首先 证 明 
5.83. aa = а, 
5.84. Cay = а, 


对 于 5.83, 我 们 有 
аа = аа + 0 = аа + аа’ = ala На’) = al = a, 
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对 于 5.84, 我 们 有 
(a = 0 + (У 
= 4@(а') + (а) Са) = Ca! (аа 
= 1(а') = (a + a (ay = аба) + 0 
= 0 + aCa')' = аа + ala) 
ala + (а) ) = a1 = а, 
由 此 有 а'а= 0а 十 4 一 1; 也 有 


la = а, 


| 


这 是 因为 

la = (а + а уа = aa + q'a = а + 0 = a, 
由 此 我 们 容易 证 明 补 是 唯一 的 ; 因为 如 果 а 5 at 都 是 4 的 
P, А] | 


a% = a*1 = a*(a' + a) = a*a' + a*a 
ГА Р 
= а*а' + 0 = а*а’-- аа = (а* + ада 
= Та’ = а’, 


因为 1 + 0 = 1, 又 补 是 唯一 的 , 故 0 二 1,0 — 1, 
下 一 步 我 们 注意 ,对 于 所 有 的 “有 40 = 0 = 04. 这 是 因 
为 
0 = ва’ = а(а + 0) = аа + 40 = 0 + 40 == а0, 
又 
0 = bb’ = (0 + Ь)Ь' = 05'-- ЬЬ' = 0Ь' + 0 = 02, 
如 果 对 于 任何 <“ 取 2 = а’, В’ = а, 于 是 我 们 有 
0a = 0, 
如 果 0 一 1， 则 对 于 任何 有 
0 = 0 + 0 = 0 4 20 = 0 4 а1 = al = a, 
故我 们 总 假定 0 5 1, 
5.85. 如 果 我 们 定义 2 二 1 十 1, 则 
о2+2=2.1+2.1=2(1+1)=2.2=2, 
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我 们 称 2 的 左 倍数 42 29 3c. 当 且 仅 当 十 4 一 4 时 ,元 
жа 是 偶 的 , 因为 如 果 a = 22, Ща + а == bl + 2) = 2, 
X ADAE a + а = а, WJ 
a = а + a = al + ad = a(1 + 1) = a2, 
ioa RB. REBLE. 
任何 偶 元 素 的 任何 左 或 右 倍数 是 偶 的 ， 因 为 如 果 “ 是 侦 
HJ. а = a + a, 于 是 
ab == (а + a)b == ab + ab, 
故 ab 是 偶 的 ,又 
ba = bla + а) = ba + ba, 
故 ba 是 偶 的 ,下 一 步 我 们 注意 
5.851. (а+2)2-=а2-22, (4Ь)2=—=(а2)(Ь2), (42)2—22, 
抽 以 偶 元 素 集合 对 加 法 和 乘法 是 封闭 的 . 
土 式 的 第 一 个 正 是 分 配 律 的 一 个 例子 .。 对 于 第 二 式 我 们 


有 
(22)(22) = (а + а)(5 ж b) 
= (а + а)ф + Ca a) 
= (ab + ab) + Cab + ab) 
== (a5)2 + (аё)2 
| == (ab)2, 
对 于 第 三 式 
(42)2 = 42 + a2 = а(2 +2) = a2, 
此 外 , ШЖ a ДЕБИЙ, И 


а + 1 = (а + 1)1 = (а + 1)(a а) 
= (aa На) + (аа’ + а’) 
= (а + a) + CO + а”) 
= qa -+ a = 1. 
同 理 1 十 4 一 1， 了 所 以 
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a2 + 2 = а2 +1: 2 = (a + 1)2 = 1 * 2 = 2; 

LÆ 2 + a2 = 2, 
现在 我 们 注意 , 如 果 以 加 法 作为 并 , 以 乘法 作为 交 , ДИВ 
元 素 满 足 公 理 5.61, 5.621, 5.63, 5.64 5 5.65, 因而 偶 元 索 构 
成 一 个 以 2 为 单位 元 素 的 分 配 格 ; 在 这 个 客 中 "2 是 2 的 让 : 
因为 a2 十 ea2 一 (ee 十 ea)2 一 2 及 (a2)0c2) = (аа )2 = 0, 
又 2 的 补 为 0. 于 是 个 元 素 构 成 一 个 有 补 的 分 配 格 ,由 布尔 代 
zx. 
5.86. 作为 结束 , dE ЖИЕВНАР ХНУ РЕВ Е: n] 22 1E tl 
是 可 结合 的 
我 们 首先 注意 

5.87. 如 果 4 十 5 二 0, 刚 4 一 5 有 和 且 4 十 4 一 0， 因为 

а = a(b' + D) = ab! + ab = Cab! + bb) + ab 

= (a + РР’ - ab = 06’ + ab = ab, 

X | | 

р = (a! + а)ё = (па + a'b) + ab = ab, 
m | | 

a=b H Бч а = а УЬ = 0, 
5.88， 对 于 任何 4a, b, се = Са + В)’ K d = (5 + a), И 
а + = (а + b)1 = (а — 2)(4 +d’) 
= (a + Васа’ 
[B 0 = (2 + a)d = bd + ad, ЇЙ 5.87 
(a + Ра = ad + bd = 0, 

所 以 


[ci] BE 
b + a = 105 + а) = Ce + є')б(ё'-+- а) 
= ¿(b + a) + cd; 
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ІҢ 0 = cla + Ё) == ca + cb, И c(b + a) = cb + ca == а, ` 
Fr. 
bac 
这 就 证 明了 
a + b = 5 + a, 
5.89. 我 们 分 三 步 来 证 明 结 合 律 ,首先 证 明 这 个 定律 的 丙 个 特 
殊 情 况 . 在 每 个 证 明 中 所 用 的 方法 是 通过 证 明 沁 一 ar М. 
a'l = a'r KEMIEL = r; 
l = (a + аў] = a'l + al = a'r + ат = (а + a)r = r, 

我 们 所 考虑 的 第 一 种 情况 是 | 
5.891. 1 + (1 + a) = (1 + 1) + a; 
将 这 个 方程 的 左右 两 边 分 别 写 为 了 与 >， 我 们 有 

al= a+ a(1l+ a)=a+ (a+ a)—=(a+a)+a (EH 5.88) 

= ar. 
x 
al = а’ + a'(1 + a) = а + а = ағ, 
这 就 证 明了 5.891. 下 一 步 我 们 芳 感 
5.892. I + (a + Б) = (1 + a) + b; 
仍 用 1, r 来 表示 这 个 方程 的 左 \ 右 两 边 , 则 | 
al = а + ala + b) 9 а + Ca + ab) = a[1 + (1 + 205] 

— a[C1 + 1) + Ф] (EH 5.891) 

= (а + a) + аё = ar, 
x 

a'l = а + a'(a + b) = a! + а= ат, 

这 就 证 明了 5.892. 

最 后 , 用 ! 表示 ea 十 42 十 c)， 用 > 表示 (Me 十 0) + c, 
BIER | | | 
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al = ala + (Ф+с)] = a + a(0 + с) 
= afl + (ó + с)] 
= а[(1 +2) + c] СЕ 5.892) 
= ar, 
x 
a'l = a (b с) = а [Ca + b) + c] = ат 
ВХ І = ғ, BD | 
а + (Ь+ с) = (a + 0) + с, 


23 题 V 


1. 证 明 在 任何 格 中 有 
(1) аЙ а=а\) а = a; 
(2) a N) ó =a — a U ó = 8; 
(3) а N è =a U b— а = Ь: 
(4) ай ó П c =a U b U c >a = P = с 
(5) с Сакс C b— c Са (\ Ё; 
(6) aC c&0Ó C c —>а U b C c; 
(7) aC b—a(l|lcC b í) c: 
(8) aC b— a U ec C P> Ú с: 
(9) аСё& с C d— a | сс Б Па: 
(10) aC j>b&¿ C d—a U c C b U d: 
(11) Ca 1 22 U (a П c) C a1 @ U с); 
(12) aU [CGU (а Uc)] = (a Ub) (a U e). 
2. 证 明 , 在 格 中 , 如 果 一 个 分 配 律 成 立 ， 则 另 一 分 配 律 也 
RY. | | 
3. 设 a 一 4 是 格 工 到 格 L 上 的 一 个 映射 ,如 果 
a C Ó — a C Ё, 
刚 称 这 映射 为 格 同 态 ;如果 
aUb—aUb (@аПЬ=апПЬ, 
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则 称 这 映射 为 并 ( 交 ) 同 态 ， 
证 明 并 (《 交 ) 同 态 是 格 同 态 . 
4. 对 于 一 个 固定 的 元 素 《, ШЕННЕ 
а-а ПА, а>а ОК 
ERES. 

5. 一 个 格 如 果 每 个 元 素 的 集合 有 一 个 最 小 上 界 及 最 大 下 
9i, 则 称 为 是 完备 的 。 证 明 完备 格 到 它 自 身上 面 的 同 态 映射 
至 少 使 一 个 元 案 不 变 . 

6. 证 明 在 任何 格 中 

(айё О ФП с) Ч С П а) C (а U 0) 
n G U e>) П Се U а). 
7. 证 明 当 且 仪 当 | 
(aN U 0 ñ с) Ú СП а) 
= (a U b) ñ G; Ú с) П Сс Ú a) 
时 , 格 是 分 配 的 . 
8. 证 明 在 一 个 分 配 格 中 有 
а П х = а Пуха Ux = а UÜy— х = у, 

9. 如 果 有 是 格 工 的 一 个 固定 元 素 ， 证 明 包 含 于 有 & 的 元 素 
的 集合 构成 一 个 并 理想 ， .这 个 理想 称 为 由 生成 的 主 理想 ， 
并 记 之 为 (4)。 证明 在 有 限 格 中 每 一 个 理想 是 主 理想 . 

10. 如 果 J 是 正 整数 的 集合 ,又 如 果 对 于 所 有 的 正 整数 
m, n, 我 们 定义 m N n Am, n 的 最 大 公约 数 , 定 义 m Un 为 
m, п 的 最 小 公 倍 数 ,证 明 J 对 于 这 两 个 运算 为 格 . 

ll. 如 果 (а) 与 (р) 是 格 工 的 理想 的 格 中 的 主 理想 ,证 朋 

(а) N = (а E), D Y G) = (a U Б). 

12. 证 明 格 工 到 工 的 理想 的 格 的 主 理想 集合 上 的 映射 是 
一 个 同 构 . | 

13. 元 素 的 集合 R 称 为 对 于 两 个 运算 a + b 与 ab 成 环 ， 
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如 果 对 于 所 有 的 元 素 a. b 来 说 , а + b 5 ab ST R, В. 
a l-b--b-d-a, a+ (о = Са + Б) + с 
(ab)c = albe), 
alb + c) = ab + ac, (b + с)а == ba + са 
并 且 存 在 一 个 元 素 0, 对 于 每 个 元 素 4 存在 一 个 对 应 的 元 素 
4 使 得 
a-d-0-—a, а-+а=0, 
如 果 ab == ба, 则 这 个 环 称 为 是 交换 的 ,如 采 存 在 一 个 元 
宗 1 使 得 ae.`1 一 1.a 一 as， 则 这 个 环 称 为 是 有 共有 单位 元 素 
的 环 ， 布 尔 环 是 一 个 具有 单位 元 素 的 环 , 且 在 其 中 ae = a 对 
于 所 有 的 元 素 成 这。 证 明 在 布尔 环 中 a + a = 0,， 且 每 个 布 
尔 环 都 是 交换 的 ， 
14. 如 果 а, 2 是 布尔 环 的 元 素 , 且 如 果 
a N ё = ab, а ШО ё = а b + ab, 
а = a+ 1. 
证 明 环 的 元 素 对 于 运算 П, U, “构成 一 布尔 代数 . 
15. 证 明 布 尔 代数 对 于 对 称 差 和 交 是 一 布尔 环 . 
16. 证 明 格 


图 12 
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不 是 分 配 的 ,但 下 面 两 个 格 


t 


都 是 分 配 的 ， 


® 133 е 


` CEA rene Р RLW a ERE PRIN К HEU | ; 


J м I 


1. А ОВ = 11Р СА U В) = 1, АПР = 0, 
由 1.85 它 等 价 于 4 C В, | 
2. (4U BU С) = (CAU В) ОС] =(л B) Г C' 
= ИП ВП c”. 
(ANBNC) = [САП pn = AU RUC, 
一 般 结 果 是 . 
-CAUAU UAY = An AD N AL 
CA, AN 0 A.) = AUAU- UA 
СТЕНА 83282). 
3. H1 1.82, X C AD 4“ = 0; fš 0 C X, Nk X = 0, 
X 1= 4U A CX, 所 以 1CX {А X C 1, 这 就 证 明了 
X=1. ÉHACB,WJB—AUB,XZCCD,D-—CUD, 
Ki B UD = A U B U C U D = (A U С) U GB U D), 
这 就 证 明了 A4 U C C B U D. 
LEKE, 4 1 B C A, А0 B C B, XU À n B = 0, 
Wi) 
_ Я=АП( ВОВ”) = (АПВ) О (АПВ) = ATL BS, 
所 以 4с B'; 因此 , Zn R AT EAE В, А П B = 0, 
5 À + B = (АП B”) U (A' П B), 
A' + В’ = CA f) В) О CA f) B^), 
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6. ЕВА ЕК {ЕК A + K + K = B + K + K, 由 
T K + K = 0, 就 可 得 到 结果 ， 
ан, 24 + B = 0 # A+ B + B = B, BD 4 = B. 
7. СА B)+ (C + р) = [(A + В) + C) + D 
(CHEIE) 
= [A + (B + C)] + D 
= [4 + (C + В)1 + D 
= [( A + С) + B] + D 
= (4 + C) + (B + D). 
8. (А+ В) = [CA B) IA Г BT 
= 164 U B) N (4 U B)] 
= [04 U ВП АТО (Л U BAB] 
= (4 П B) U (4 D B’) 
= A" + B = 4А + В’, 
(4 — К) U (B — K> = (AD КУМ (B П КУ 
= (A U p> AK 
= (AUB) — К, 
[CA K) U (B + K) T” 
= (.4 + K') П СВ + К) 
= (40 DD + КП Ca + B>+ K' ñ 1 
= (АП B)+ K' N (A + ВУ, 
(CHIA + B + 1 (4 + By) 
取 补 : 
(A+ K) U (B + К) = (ANB) + K U (A + В), 
9. A+ (AU В) = CA f А' f) В”) 
осп САО B») = 4 n B, 
B + (АПВ) = (B ñ CAU В) 
Ов ПАП B) = Bn Z. 
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В (А П В) = В ђ (2' U В) = B ñ 4A. 
Е 4 + (AUB) = B + (A П В) 9 | 
4+ B- (Añ B) = A+ A+ (AU В) = AU В. 
10. 由 9 可 以 得 到 
11. (A4+B)xC=(A4+B)+C=(A+C)+B 
== (4X С) + B 
= (B + C') + A = (B x C) + A. 
(4X C) + (B X C) = (A + C” + (B + C) 
= 4 + B. 
12. (1) Нэ, B +(AU В) = ВП A= A— B, Ñ 
J& CA4— B>+ B= B+ B + (A U В) = А U В, 
(2) (4— B) R B= АПВ n В = 0, 
(3) 4(1(4 —B)— АПАПВ = А П В = A— B, 
(4) A— B = АП B' C 4, 
(5) 4— À = А П 4' = 0, 
(6) A— (B—C)= AY (B n C'y=A ñ (B' UC) 
= (A П В) Ú (á ñ C). 
(7) A—(A—B)= А ПСА П B» 
= 4 (4 О В) = А П B, 
(8) (4 — By — с= АПВ n С, 
(4 С) —– (В – С) = (А n c> n (p n CY 
== (4 N С) ПСВ’ UC) 
= À P) B' n c'. 
(9) A— (ВПС) = АП (B c) = Añ (B'U С”) 
= (4 ñ В) Ú (АГ С”), 
(100 A—(B Uc)>= A n B' AC 
(А-П 4 С) = An B' n An C 
= ANB n С', 
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(11) (A U В) –- B = (40 B) n В = A n P'. 
A—(AD В) = 4А П (P U В) = 4А ПВ", 
(12) (УВ) U(B— 4) = AU B U (B f 4^) 
= (4 О В) П1 = 4 0 B, 
13. (10 Ж A= 0 K B= 0, AU B= 0 U 0= 0; X 
#AUB=0, W| 4C 4U B = 0, носа, KE 
A = 0,3] B = 0, 
(2) ЖАПВ = А, WL U(Anñ В) = А UA = 1, 
WA ОВ = 1, Ni B = В n (4' U В) = B — A. 
(3) #A U B=ADT B', Wi 
В = (А0 Вэ П B= АП В Г В = 0, 
(4) ЖАПВ= А П B, Wi 
А = А 1 = 4А П (B + B^) 
= (A ñ В + САП В” 
= (4 ñ В) + СА П В) = 0. 
(5 AC AU B, НАНА A U BC C, Шасс. Ж 
Ac CK BcC С, м 
(4 UB) "Y C'= (A n СУ (B n C) = 0. 
(6) 由 于 A n BC A, jk Cc C A Y B Zi C C 45 
若 CCA 及 CCB, 则 
СП (A n By = (СПА) U (C n В) = 0, 
(7) АС B U С &ffrF АП (B ЦС» = 0, 而 后 者 是 
等 价 于 4 站 B' П C' = 0 #J, 
(8) # A— B = B — A, W 
А= АО (ап В) = 40 (ВП А7) = 4 0 В; 
而 
В= ВОВ П 47) = В 0 (4 П В) = В 0А, 
(9) ЖА 0ОВв= 4 П В, 
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тенине ж. ОМА орк ахо ИЕН ЬЕР RGB Ч с RAN ACRI ЧИНА АИИС мне к чи > n4 


AN 
| 


я о (АП В) = 4 О 4 0 В) = 40 В, 
而 
B=BUC(ADB)= ВО (4 0 В) = А О В, 
(10 ##AC BcC C, ШАО B= В, (С = В; = 
A U B — B C, W 
В= Вђ 4А О В) = ВП ВПС = ЕПС, 
Er B cC C. ТВ 4 U В = В, ВТ А С В, 
(11) АП Вв' = 0 K c n D —0, W 
(АП В) (C r р") = 0; 
“(АП B5U(CnD)=0o0 ШАЙ В’ = 0, C n D =0, 
(12) ЖА + B = 0, М] 
A= А +0 = 4 + А + В == В, 
ж A=B K C =D. Ш A + B = 0, C + D = 0, ЕД 
(A+ B)U(C + D) = 0; KZ,# (A+ B) ОСС + D) = 0, 
W A+ B=0,. с+р=о, ЦА = В, C = D, 
(13) ЖАПХ = B n X, И] 
(A+ ВП X' = (4 П хә) + (B Г X°) 
= (АП Хә) + (4 1) X) = 0: 
ж“ (A+ B> П X = 0, ШАП X) + CB r X) = 0, 所 
ШАП X' = ВП Хх", 
14. (DD CAU B) П (BUCO) n CC U 4D 
—-[BUCADn C] n CU A 
= [ВП СОАО C4U C)] 
| = (An B) U (B n COUCCH 4), 
《2) B CH), 
Саво (ай CO U АП D) 
О вп c)U(Bn D) у (СГ D) 
= [(4 U B) NCB U С)Г CC U 4)] 
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275, 
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Олово с) йр] 
= (A U B U C2 ñ А (Л) B) 
N (B UC)n KC U A)1 U D) 
= (4 U B UC)2 ñ (B U C€ UD) 
n(cCUDUA) n (QUA JU В), 
(з) 4—(BUC) = An B' n С = (4 — B) — C. 
(4) (4 — В) П C = АПВ n С=(АГПГ C2>— В, 
(5) (4U B) —C = (4 U p) NC 
= (4 — С) U (B ~ C), 
(6) 4—(B — 4) = A ñ (B ñ AU 
= A1CAU В’) = A. 
(7) (а— c) n (B — c) = (А n c> n (ВП с”) 
= AD Bn c'. 
(8) (аА— B) n Ke р) = AD p' n c n p 
= (4 N c> n (BUDY. 
(9 4—I[B—(c—D))—An [B n (C'UD)Y 
= A N IB U (c n D] 


= (4 — B)ULADn C D']. 
(10) (АПВ) ОВА СУ (СП ADUCAD Bf C) 


= [640 BUCADn Bfc)] 
U (B í C? U (СП 47) 

= [ап (AU p) (л О C) NB UO 
U (B íi c> U (c n a4) 


= 140 впс)у 10 свй c»)UCC 4) 


= A U (ВПС U ССП 4^») 

=(AUC)U(B П С) = AUBUC. 
15. 该 集合 包含 集合 0, 4, B, А П B, А-В, B — A. 
16. A U C C Ca U C2 U В = (4 Ú Вв) J (B U C). 
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(лп в) о (вй С)]П (ап c») 
= (4 П В) U(A n B С] rn c 
= (АП ВПС) (АГ ВПП С”) 
=(ЛГ С) П (B U B') = АПС". 
因此 
A—CC(A—B)U(B— C) 
C — AC (B — A) U (C — B) 
从 而 
4 + C = (A — C) Ú (C — A) C (4 — B) 
U (B — A) U (B — С) Ú KC — В) 
= (4 + B) U CB + C), 
17. 16, 4 — C C (4 — В) Ú (B — С), 
A — D C (Á — C) U (C — D) 
因此 
(4— C)UCC—D)C(A— B)U(B—C)UCC р), 
所 以 | 
A — D C (á — B> О (B — c> Ы (C — D). 


ям H 


1. (1) 由 分 配 律 可 证 。 

(2) 重复 应 用 分 配 律 。 

(3) ЕН (2) 取 补 。 

(4) [CA U ВП CA UCIUICAU DN CA! UE) 
(A4AUBUAUDN(AUBUA UE) 
NAUCUAUDNCIA UCUA UE) 
= (40ВОр ПСА U C Ú E). 
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(5) XA B) + G R Вв) =[АПВП CAU B2) 
| Оги Ов) (МП ВТ 
= (4 N В) ОСА N В) = A+ В, 
(6) C4 + B) U СВ + C) А 
(А ВП (' + с) = АП В + (4 + В) П C 
СА + C) U (B + C) B 
(4'+C)'(B'+ с) = АПВ HCA + B' + 1) 
= A N B'+ Cr (OA + B), 
(HHL + B' + 1 = (4 + В) = A + B) 
(7) Æ (6) "С = 0. 
(8) A+(AUB) = ['ñn(AUB)]U[An(Ə(A4 Г B] 
= B (| 4' = B — A. | 
(9) RIS B — A= ВП A' = B n (АЛ U В”) 
= В —(АПВ), — 
所 以 
A+[B— СА П В)1 = 4 + CB — А) 
= £ + À + (À 0 В) (B С8)) 
=AUB. 
(10) ЕҢ (6). 
(11) CAU B> A CA U C) 
= (An ADUCA'TOBY)UCAOn СУС (ВГ C) 
= [(OGnce)nie4UA»IUCA'UB)UCAD С) 
={(л ПС) ОКАП c> П B] 
ОСА N В) U (A П B) n cl 
= (A N C) U СА П B), 


(АП В”У' nB | (4 — В) + В 


Bm. | Ó—À—— | —— | —— ee M MÀ — M — | i£ —— A i — à — A —— —. 


"|4n 5| CAD BDhEB AUB 


= = C C 
м C m OC 


0 
1 
1 
1 


= ка кы D 


КЕЧИ ЖЕНЯ Y СА — В) + B = A U B. 
з3.(АЫВУПАГПВ=Л ГВ ПАП В, 
(4UBUCD)n(AUB) 
= АПВ ПС ПСА \) B) 
= (4 ПВП сП Аа) Оса ПВ NGC A B), 
这 就 是 两 个 标准 形式 . 
(A n py n (K€ U p> n CC U 4) 
=(4 UBp>n Bn c П (4' \) С) 
== (Ап 4 ГТ ВГ (АПВ С”) 
ОВЛ ПС Ц( ВВ’ Dn CDDC. 
_ 4. ВАХ A + K, BZ À + K = B + K, А = 
这 就 使 对 应 是 1-1 的 ， 我们 还 有 (4 + ку =A + K, 因此 
补 亦 能 被 保持 . 
5. CA, В) = CA', B) (By, 
(Ч, B) N СС, D) = CA C, BUD) 
— (B UD) = P' rn p', 
(4, B) U (C, D> = (4 Ú C, B ñ D) 
> (B n ру = в U D, 
6. 见 2.96 “б. 
7. 4l 2.96 Ý. 
8. Æ AR ви л 6, нов, A n ВА 
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- 07236 Е. 
9. 我 们 有 4 C B НЫ B = A Ú B; 
ТЕШЕ 4 一 4* U 4 下 ,我 们 有 
B— B* U B, A U B—(A U В)* U CA Ú B) 
= A*UB*UAUB 
= A* J A U B*UB 
В, EACB, LE MA), M(B) Ekg A*UA, B*UB, 
H| MCA) C MCB), GTER 49 AT D A, EAE 4 С B 
写成 4 = 4 们 3 的 形式 . 

_ 10. 2 KU) 是 数 4 ДИТЯ, K'a) 是 入 的 质 因 子 
所 组 成 的 集合 ， 这 些 因 子 不 是 4 КЧР. ИАН А а = ó 
Е Kla) = K(5); КСМ) 起 了 全 集合 的 作用 ,而 天 (1) 则 是 空 
集 ， 由 于 a ржа (ТР НЕЙ 
一 次 ), 而 a N b 是 4 和 4 的 公共 质 因 数 的 乘积 ,所 以 

К(а Ub) = Kla) U KCE), Kla N b) = К(а) NKC); 
ET а = N/a, Br. KCa') = K'a). 
H K(a U 2) = К(а) U КСР) = KO) U KCa) = KG U a) 有 
а 13 р = Ь Ја, 99% Еа П 2 = РЬ Па, 
由 Kla U @ ñ )) = Kla) U КО П e) 
= К(а) U [KC2) N КС) ] 
= [KCa) U КСР)1 N [K(a) U K(c)] 
(根据 集合 的 分 配 律 ) 
= К(а U 2) N Kla Uc) 
= K[Ca U 22 1 (а U e)1, 
因为 
«UC ne = (a ОЬ) ñ) G ñ с), 
IE] EE 
a N Фе) = (а П 6) О Са Пе), 
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其 次 我 们 注意 
KCa U 1) = К(а) U К(1) = К(а) U 0 = Kla), 


所 以 
a Ú 1 = a, 
X 
Kla f! N) = К(а) N KCN) = Kla) N 1 = Kla), 
所 以 | 
aNN =a, 
最 后 还 要 注意 


Ка U a) = KU) U KG’) = KO) U К'Са) = KCN), 
К (а Па’) = Kla) N K(a') = К(а) П K'Ca) = KC), 
ВБ a а = N, a П а 一 1 证 毕 . | 
11. BNA=(CUANA=(CNA)UA=0UA= 4, 
X 
в(\4=СсС\) А) С=С\)САГ С)=С\)0 = С; 
KA | 
| CNCICUA)=CU(CNA)=C 
及 | 
DN (DU 4) = D, 
因此 由 CUA4==DU4 有 
C=CN(CUA)=CN (DUA)=CND, 
D -DN (DUA)=DN (CUA)=DN C, 
所 以 = b. 
12. 我 们 有 
ХОА = (АП В) Ча = (АП В) САГ В) 
= (40 А) В = В 
№ хПлА= ВП аА (П 4 = 0， 由 前 个 习题 可 知 解 是 唯一 
ВУ, 
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13. 我 们 有 
XU(AD В) = ТХ П CAU в)1 UCA N B) 
= (X n A) U (X n B) U (A П В) 
= [OX n 4) U CB N 4)] 
UICXN Вә О САП в) | 
= [OX U B) f) AJU ICXU AD) П ВР] 
—AUB 
H | 
Xn (An В) =0, (Añ В) П (AU B) = 4 П B, 
因此 由 前 面 习题 | 
X=(A U p) П (А П BY = A+ B. 
Ж.Ж X = 4А + B, WI 
Xñ (AUB) = (4 + p) П [(A + B) + Af) B] 
= Á + B + (A + B) ñ) (АПВ) 
= А + В = X. 
Añ (B UX)= AD [B U (A + B)] 
= АП (B U 4) = A, 
由 题 1. (72, 
вп (4 UX)2= B n [A U (á + B)] 
= B ñ (4 Ú B) = B, 
x 
хХпАПВ = (4+ Вв) ПА П В 
= (AU В) П (A n By П (A n В) = 0. 


я м ш 


1. Н Аб, АЗ (AT B) U (2' U В” = 
而 由 А2, 用 В КВН 
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атти, еен ИРАНДА ААР ИЕ ННСА о ine ӨЙ = , " и 


CA Ову UCA' U B” = A, 
因此 1. 就 可 由 А7 得 到 . 
2 AUZ = [СА U A” U CAT U AT] 
U ICA" U A“ U CA” U A], 
HA 6 № 
А U A" = КА" U A” U CA" Ú A] 
МКА” U4” UCA” U A) 
HU 2 =] [21] АЗ A 4482. 
3. A= (A Ú A” U CA" U AT, 
A” = А" Ú 4”) U CA” U A, 
则 用 АЗ, 2 可 得 结 
4.4 AUAM = X, B U В = Y, ШЕ A3, Аб, А5, 
A 4342, | 
Y=B В = В UIC U Вв) UCG(B'UB)] 
= B'UCB"U Y^) 
= (B' U В”) UY 
= (B U В) U Y'= Y U Y', 
同 理 | 
X = X' U X, 
45 Аб, АЗ, A4 
Y U Y' = [СҮ U X” U (CY UX) 
U ECY” U X” U (Y” U X] 
= [(X” U Y" U (X” ОУ] 
U ICX U Y”) UX U Y”) 
所 以 用 Аб 
Y=X UX—-XUX' = x. 
5. 由 4 知 1 是 唯一 的 ,而 由 A3 知 1= A U A, 
6. 由 4 知 0 是 唯一 的 
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7. н 4A = В 用 A2 有 A” = В”, ин 345 А = В, 
8. E A6, CA' U A'Y U CAU AY = А, 因此 
A" UCAU A = A, 
因为 0 二 1 一 (4 U AD, MARIE 4” Ú 0 = 4， 因 此 
о04= АМА 00 = А, 
9. 4(11— (4 017 = CA! U 0) = 4” = А, 
10. AN A = (4 U A” = (AU Ay = V = 0, 
11. A B = (А U Ву = (B' U Лу = B П A. 
12. CAN ВУП C - (4А U py n С 
= [(A' U BY ИСТ 
=[(Z В) ИСТ 
—[4 U (B' U COY 
= A N CB U СУ 
= A П (B n С), 
13. (4^ | В)’ = C(A" U B")" = AÁ U B. 
14. A f| À = CA! U AY = А” = A. 
15. A U1= A U (A U А) = (А U ЦА’ 
| = А U А = 1. 
16. АТ 0 = (4' 0 1) = 1' = 0, 
17. A U САПВ) = CARO В) 9 [САП В) UCAD B)] 
= (4f) B) U (АГ В”) = A. 
18. АП (4U B) = [4 U (A U BY] 
=[4' U CA' N B>] = 4” = A. 
19. IH (4 ОВ) U (4 UB) = A, ÆA UB = 1, 
W]CA' ОВ) = 4; ВАБ, (B'U A U (B' U A) = B, 
ЕШ ВО A= 1, (B' U A” = В, НИД 4 = B. 
20. 从 A) B=0 K A U B=1# ВО А =], 
(лу U B — 1, 所 以 由 19, 4' = В, 
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21. Fi 1 в] жар АУР 
(АП B> U (АГ ВУ ОСА D p> U (A f) B) 
= À Ú А == 1. 
22. 考虑 并 中 任意 两 项 ,例如 4nBncd ПВ ПС; 
它们 的 交 是 
(40 4»niggm'ncn Bf c) 
= 0 ПВ n c n ВГ c> = 0, 
23. 1, САП B> U CA С) 
—[C4n Bü <) СХАГ Bf C] 
Оса п B8'Óóc)UCADn Bf с)], 
TI A5, 
= (4f) ВГ C)UCAD B' Г С) 
UCAn Bc», 
24. [A CBU C) = 4А О СВ Осу = A'UCB'T0 CS 
但 由 1， 
А = СА П B) ОСА П B” 
= CA nBnc)yutcA' ñ B n С”) 
оса П Bn СЦ са ПО B'f С”), 
ПА В'П C = (АПС) са п В'П С”), АТВ 
НЕ. 
25. 利用 23, 24 №271. 
26. 把 方程 23 ALEEA P, О, R, 方程 24 右边 各 项 
"SEES, T, U, V, W, WE 
САП ВӘ U (АП С) = P U 0 U R, 
[4(10BUCOl =SU TUU UVUW; 
ЕҢ 22(РГ 5) U РП Т) = 0 00, 
因此 由 25, 8 
РП G$ U T)]' = 1, 
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.这 就 证 明了 
РП СОТ) = 0, 
АНРИ (S U T> U (РИО) = 0 U 0 = 0, EIUS 
PN(SUTUU)=0 
这 样 一 直到 
POÓCSUTUUUVUW)-—0., 
яхе SU T UU U V UW, (Ж УХ n P =, FË: 
XN Q = 0, X n R = 0, ЖЕНА 
X n (P U 0 U R)2 = 0, 
х1, (PU Q U R) П (S U T UU U V U W>) = 0, Ш 
这 就 是 所 需要 的 . 
27. 由 25, 26, 20 
[АП B) U (4 n С) = [A ñ CGBUC)DI, 
28. #3, A7 
A J (B D CG) 


| 


A” U (P' U С’ 
[4' f) CB' U СГ 
= [САП BU CA n СГ 
= (A П ву n CA! n С” 
= (40 B)f1C4U C). 
这 就 完成 了 建 基于 公理 Al 一 7 BU X& 对 于 公理 2.01 一 2.04 的 
ПЕНЯ: 因为 在 公理 系 2.01 一 2.04 中 已 经 证 明了 公理 Al 一 7 的 
成 立 , 所 以 这 些 公 理 系 是 完全 等 价 的 ， 
29. 若 4UB 一 也， 则 
АПВ = (4 О ВЭ) = [4 UCAU BT 
—[4 U (4 N ВЭТ = 4” = A; 
X AD B= А, 
ув = (А П B> = [(A П BX П gy 
= (4 П B)” U B” = (4 П B) U B = B. 
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30.2; 4 U B = B, М 
A4'UB=JEZ' UC(GAJB)=(AU4))UB=1UB=1, 
+410) В = 1, 
АЧ В = [А ПВ = 104 п ву U 0] 
— [СА П В) U (ВП ВОГ. 
= [04 U B) N В’ = (4 U B) UB 
=} U В = 0 0 В = В, 
31. Æ A U B = В, И 
АПВ = (4 Чву = (4 О СОВР 
= [( U 4) О BY = (10 В) = 0; 
АП В' = 0, l 
А О В = (4А П В) = 1, 
НН 30, 4 U А = В, 
32. АПВ = 0 ZAF A U B = В, АПВ = А, 
. Æ U B = 1 (Н 29, 30, 31), 
33. 若 并 及 补 适 合 下 表 : 


除了 A3 外 ,所 有 公理 都 能 被 满足 ,因为 5J2 一 5, 但 2U5 一 2， 
34. 公理 A 4 不 能 被 满足 ,因为 
(201) О0з=203=1, 2U(1U3)=2U0=2, 
(E Eco ВЈАГАРВЕ СН Е. | 
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35. 公理 A5 不 能 满足 ,因为 2U 2 = 1. 

36. 公理 A 6 不 能 满足 ,因为 

(305) 0 630 5) = (2 0 4—7 0 (205) 

一 1 UI = 0 = 3, 

37. Æ X = A+ U, Y = B + U, Ji) X + Y = A + B, 
EI. Х+Ү= 4А + В, Wl Y + B = X + A, НЫ 
X = À (В-+У), Y = B + (B + Y) Xm 

X—A4-FU, Y—B-U, 
其 中 UU 的 值 为 B + У. 

38. (1) 这 个 方程 的 补 也 就 是 习题 37 中 的 那 一 个 。 

(2) 一 般 解 是 

(2) X = (C U L)? ñ N, Y = (C U M) ñ N, 

ЕЛЕ L, M, N 是 任意 的 ;因为 如 果 CPnX= 一 CnyYy,， М 

X= XUCCNX)= ХОССПУ) = (ХОС) ПСХОЈУ) 

У | —(YUCOnCXUY) 
ЕЛ L, М, МЕХ, Y, X U Y 时 ,X,Y 满足 (2 ) 
ШМ Ж X, У 由 (2 ДЕ, Wil 

СПХ = {СПС} ПМ=сПмМ 
= (C ПСОМ) fi N = сП Y. 

(3) 一 般 解 是 X= 二 4 NU, ААЛА ПОПА = 0, Н. 
# АПХ=0 W] L U CAN X)= A' U 0= 4' ,由 此 AUX 
= МЕХ = x n (4 U X) = А' ПХ, 这 就 说 明了 对 于 
U HHE X Ki, XSA ПО, 

39.25 X = (U U AD ñ B K. A C B, W 

AUX=AUB=B, 
Е, EXE 4 U X = B 的 一 个 解 , 则 ACAUX= B, 
HA'nx-EB..NjEAUX' = 4 U (ПХ) = A U B', 
Ма ПАХ = 4 ñ B, 所 以 
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X = XUCOX OA) = XU(A' ПВ) 
= (Х\)4”)Г\СХ J В) 
= (ХОА) ПВ, (N XZB), 
这 就 说 明了 对 于 器 的 值 X 来 说 , X = (ООА) ПВ. 
40. Æ ANX = B, AUX = В’, 则 其 一 般 解 是 
| X' = (U'U A) ПВ”, 
RD X = (U 14“) U B, 


所 限制 的 条 件 是 4 СВ’, B) BC A. 
У 题 IV 
1. (1)* 
P q 4 Р — (457) (p—4)&(p—r) 
0 0 0 1 1 
0 0 1 1 1 
0 1 0 1 1 
0 1 1 1 1 
1 Ü 0 0 0 
1 0 1 0 0 
1 1 0 0 0 
1 1 1 1 1 


习题 1 的 其 余部 分 可 同样 解答 . 
2. (4) 


p>—9 (р->4)—>{(рР->-а)->—\р} 


Lae cc. E n ———Ó—————— ————— M — — À—Q 


* 原 书 表 中 第 4,5 两 列 中 的 数字 误 为 10001111, -一 译 者 注 
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3. НЕ p > r, 4 > r, 我 们 可 由 置换 得 
=p Vr, mg V r, Сори —4) N r, (pV 42 >r 
因此 , НЕЕ 
(рэ r) = {04 > r) > Ср V PERDU 
对 于 2. (2) 我 们 注意 到 
(p— np) > р —* р? —(p — Р) 
< mp V (p&p)« VN P. 
因而 p V 一 p 是 可 证 的 . 
”用 一 p 代 ?由 2.2 得 出 2.3 
(р 4) > Cp 4) =» РІ 
— [Q — д) & p] — (рә a) 
«> —р V (ра 一 9) V (рва) 
<> (—p V —а) V (pë& 4) 
<> —(р&4) М Сры). 
而 这 是 可 证 的 . 
4. (1) ИР 
(рк —q) V (а& np) 


«<> (p V 2) & (@ V —p) & (—q М а) & (—p V 一 9). 


(2) 等 价 于 


(p V —q V —r)& (p V z V —r) & (—q V —r V ғ) 


& (p V —4q V r)& Cp V r) 
& (—q V r)&Cor V ғ), 


(3) 等 价 于 p V q V —r V 4， 而 这 既是 析 取 又 是 合 取 


(一 项 ) 范 式 . 


5. 这 15 个 语句 构成 语句 逻辑 的 另 一 公理 系统 ， 在 其 中 
ы, V, 一， 一 及 < 一 是 系统 的 所 有 符号 《而 非 由 定义 引入 


жа ). 
6. (1) ша p> (q — (р & 42) 188]. 
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(2) 由 公理 p -> (р V 4) 得 到 . 

(3) МАЯ 2. (4) № 6. (2) Н —О ЖР — —0. 

(4) 应 用 等 价 关 系 (p & q) — r —> p — qr). 

7. 每 个 语句 由 变 元 借助 于 二 元 运算 p V 9 及 否定 一 ? 构 
ER. 

Sp r EM РАНА SE IB 3, T (212) 1614) ERU P V 4 
TRIER ERE e. ВТЕ ТТЕ Н ИВ ЕНА pla 单独 表 出 的 
等 价 真 值 表 ， 话 名 逻辑 当 然 也 能 作为 一 个 商 基 于 这 个 单独 运 
算 的 单独 公理 系统 。 

8. 用 等 式 代 替 真 值 表 等 价 关 系 ,我 们 有 

—p = Ср, р, р) 
0 = Ср, —p, г) = Ср, Ср, Р, Р), 7) 
1 = 一 0 
p V 9 一 一 (p，4，1)。 


i мп У 


1. (1) 由 吸收 律 
an а=а4а[\(а\)(а\)®)) = а 
a U a= a U (a П Ga Ч) = а. 
(2) ж a= a Y b, Wb = b Ú (a П b) = b Ú a, Jt H. 
倒 过 来 也 成 立 . 
(3) ac ау (аЬ) = а) (а ОЬ) = (а) 2) Ub =а UP 
及 
р Б) Са ПБ) =b Ц (а ЦР) = CUP Ча=я О, 
(4) aCaUbUc=aNn Nc Ch, 因此 a C ME 
5 C a, Да = b, 等 等 . 
(5) # ¿= ¿(Y a K c = e, M 
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с П Ga П 2) = (с П а) П Са 0 2) = ес бай № 


= (с Р) П. а= с а = с 
Дс Са 1 2, 


(6) 1. G) 的 对 偶 . 
(7) ас$ф->а=а[5—4а[\с 
=a (5 Пс = Са Пс) П @ f с) 
— a) с C b C c, 
(8) 1(7) 的 对 偶 . 
(92 aC jb&eC d— a = af Бкс = с П а 


>a с = (а ПОП Се П a> 
= (a ПОП ФП a> 
| эа П сс Па, 
(10) 1. (9) ЖИЙ. 
(11) Wa П i c aK af с С a, FELH 1. (6), 
(a (2) U Са П c) C а; 
Ва ПРЕСА Ос На с сё Ч с, ІД 
(ап U (a П с) C ë Uc, 
Mfg 1. (11) 可 由 1.《5) 得 到 . 
(12) a C a U bp, a C a U c, 因此 
a C [Ca U 2) ñ Ca U e)l, 
这 就 可 得 到 结果 . 
2.5 а (2 0 с) = (а П Ь)\) Са П e», 
(а 02) П (а Че) = (0а О 2) Па] 0 (1620 5) П с] 
=a U [е П Ca U Ь)] 
= a U [Ga n e) U @ ñ с)] 
= [а Ú Са ñ с) 1 U (Пс) 


= a Ú (2 П с) 
而 这 是 另 一 分 配 律 。 
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3. a = a Ub, H| 2 = z U ¿= a U š, НЕС a, 
ju 2 C z, 这 就 证 明了 一 个 并 同 态 也 是 一 个 格 间 态 . 

4. a(15 (а (1 КУӘ П СПК) = CaN e» NE 
因此 这 个 映射 是 一 个 交 《 因 而 是 一 个 格 ) 同 态 。 同样 地 ， 在 
а—>а\)К2 К, 

a U b — (a U K) О ОК) = (а Ú Б) U K, 

ЖИ. ЭВЖЕН} E. a C š з ЖИ Ë 
£ А; 由 于 格 是 完备 的 ， 这 个 集 有 最 小 上 界 ， 设 为 %， 我们 
来 证 #* 在 映射 下 是 不 动 的 , 即 и == z. 

由 于 对 于 se4 a C и, 又 因为 一 个 同 态 是 保持 包含 关系 
H9, RIJA аси: 但 是 4 C z, ТД а Са, 这 就 证 明了 # 是 
集合 4 的 一 个 上 界 。 因 为 4 C u, Br 2 C 2, 所 以 由 4 的 定 
X, ú€ A, 因此 如 Cu; 但 是 x 是 4 的 最 小 上 界 , 而 zz 是 一 个 
ER, иси, ХЕ Y и = z, 

б. а П ЬЬ Сай, а b C ¿ë U c, anbceUa, 
所 以 出 1.5, 

ana (аЬ) П Uc) n Ge Ua) = р 
同 理 , 2 站 < 和 ec age D, ШЕ 1. (6) 就 可 得 到 结 
T. 
7. 落 格 是 分 配 的 
[Ca UEN G \) с)] (Ча) 
= [(4\)5)Г\ GU Пе [Св 9Р)П (Ч) Па] 
= [Ca ОР) Пе! U [a П G uel 
= (а Пе) U (РГ o] U I(a n 22 Ú (a ñ e)l 
= (а Пс) ОСЬ По) U Ga ñ 55, 
这 就 证 明了 7。 倒 过 来 看 , 若 7 ЖУ, A CA U B) N CA Ú C) 
[S7 中 的 a, BU C iÇ IR AG c, 7 的 左边 变 成 
156. 


[CAU B2) (аис) BU CO)]JUICGBU C2 ПА] 
ОГАП сао B) CAU C)] 
= (АО (B U CUA 
CHIRIE) 
= (АЛ СУ\ (ВГС) ‹ХАГВ)\) A (7) 
= A U (Ë ñ c>, 
而 在 这 个 置换 下 , 7 的 右边 变 成 
{л U BN CA U C)] U (B U €») 
NICBUC)U AIN{AUICAU B) ПСА UCI? 
= {[(4 U BN CA U C)] U (B U C) 
nI4UBUCIDnIC4UB»n CCAUC), 
(H 1. (122) 
= [04 U B) DY (A LU C21 U (B U cy} 
站 EUB)InGSUC) 
H (4 U B> C (4 U B U с), ие 
= (4 Ú B> ñ (A U C). 
8. х= х U (x П a) = x U (a Пу) = (= U а) П (x< U у) 
= (a Uy) П (х О у) = (a П жх) Оу 
= (¿a Пу) U y = у, 
9. a C K K. b C K, Ма UP C K (EH 1. (62), ПЖ 
a CK 及 5bCa 则 5 CK， 所 以 包含 于 K 的 元 素 的 集合 形成 
一 个 理想 。 设 工 是 一 个 有 限 格 , 在 其 中 J 是 一 个 理想 ，J 有 
有 限 多 个 元 素 , 比如 说 dis 2$, ** "s, Яр, E и = a, U 2; U +++ 
U a RTJ. AE J 的 每 个 元 索 被 包含 于 元 素 x rH; 倒 过 来 ， 
工 的 包含 于 * 的 每 个 元 素 属 于 7, WT 7 与 GO 重合 . 
10. Я m Сп Ел m = m N n, W] m C лапа m S 
An, 所 以 # = m U п. 对 于 这 个 包含 关系 , m 门 Ж m, n 
的 最 大 下 界 〈 因 为 关 和 = 的 任何 因子 是 它们 的 最 高 公 因 子 的 
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一 个 因子 ), mmn л Я m, о 的 最 小 上 界 (因为 任何 NN 能 被 
m АД n 整除 者 也 能 被 它们 的 最 小 公 倍数 整除 )， 
11. x € (a) N ($) < rE(a)&x€ (2) 
e> x C a&x C b —— x C a (|Р 
<> x € Ca ПР). 
x € (a) О (№) <> TE (а), ORALA a1, b, tE 
x C a, Ј b, —— лжи Са, ВСВ 
x C a, U b, —> х C a Ú Р 
«— x € (а UJ Р), 
12. Ж Са) = (20), 则 因 a Са, a € (а), a€ CD), ЫТ, 
a C b; [HEB b С а; 这 就 证 明了 4a = 2, Wik a Fij Ca) БЕ 
HB Р ÓI—HJ. 又 岂 习 题 11, 它 还 保持 格 运 算 , 所 以 是 
一 个 同 构 对 应 . | 
13. Ca + a) == (а + а) Ca + а) == aa + aa + aa + aa 
(由 分 配 律 ) 
= (а На) + (a + a) | 
因为 
0 == (а+а) + (a+ a) = (аа) + [(а+ 2 + Ca a)] 
= (a + a) + 0 = a + a, 
出 此 有 
a= a+ 0 = a+ lata) = (ata) + a = а + o = 8, 
设 a, Б.К, . 
a + b (аа D) = aa + ab + ba bb 
= a + ab + ba + b 
М0 = Ca + P) + Ca + 2) = ab + Ра, БИЛ аЬ = Ра; IB 
Ра = ba, W ab = ba, 
14. 对 于 人 M О 的 交 СНАГЕ a + 29 ab Rx abi 
{#18 21], 
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нае призеры НЕА ИН IRE. ——————— —— W. 


对 于 结合 律 我 们 仅 需 考 虚 U: 
(aU 2)Uc = (a + b + а) + с + Ca + b + ab)e 
= a + (Ó + < + bc) + а + e d ec) 
= a U (A U c). 
对 于 上 吸收 律 我 们 有 
а[\(а\)5) = a(a + b + ар) _ 
= qa + ab + aab = а + ab + аф = а, 
aU (afb) = a + ab + aab == a, 
对 于 分 配 律 我 们 有 
(а02) U (a (Yc) = ab + ас + abac 
= ар + ac + abc 
= a(b + с + bc) 


= a N (Nc). 
最 后 还 注意 : 


LNA = +0 == 0б,х\)1=1-+++1,х=1, 
xr(|x = х(х + 1) = zx + x = x -+- x = 0, 
xU > = x + (x + 1) + x(x 十 1) 
= x + rt l -- xx + x = 1, 
15. 所 有 的 必需 关系 ,如 
a 十 6 一 5 二 ea， a+ @+c)= (a +ó) + е 
a 站 (2 十 c)= 一 (za 站 2) 十 (Ca 站 cy) 
a+ 0=a, ata == 1* 
а + a = 0 
都 已 在 $ 2.67 中 证 明 过 了 . 
16. 在 第 一 个 格 中 
ай С Пе) = 2000 ~ е 


(а0 2) П (аус) =NI = b. 
在 第 二 个 中 


* 此 式 是 多 余 的 ， 因为 布尔 环 的 定义 并 不 要 求 这 个 关系 式 成 立 . јава 
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а\)(ь{\су)=а\)с=Ь 
ОБ П Сас) = Г = Б, 等 等 . 
除了 五 个 元 素 的 链 以 外 , 第 二 ,三 两 个 格 在 含有 五 个 元 素 的 格 
中 是 仅 有 的 分 配 格 ， 
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